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OFمي دانيم طول است . F نقطة  O به نقطة dنزديك ترين نقطة خط  R  ديگر از خط هر نقطةوdه است و با خارج داير
  مطالب فوق فاصله ي آن ها از مركز دايره بيشتر از شعاع دايره است . قسمت (پ) توجه به

 وجود Mقطع نكند پس نقطه ي ديگري مانند  Fقطع مي كند.اگر فرض كنيم كه در  F در نقطة 
  dروي خط  Nنقطه ي ديگري مانند  پاي عمود است.Mعمود است.و dبر خط  OM د كه دار 

FMقرار دارد و Fو  Nبين Mهست كه  MN: در نتيجه  

 Fپس خط مماس در نقطة بر دايره تناقض دارد. dنيز روي دايره است و اين با فرض مماس بودن خط  Nبنا براين نقطه ي 
  عمود است.OFبر 

  اين خط مماس بر دايره مي باشد. عمود مي شود رسم كنيم .OFبر Fبا توجه به مطلب فوق كافي است خطي را كه در نقطة

OMباشد چون  dروي خط  Fي غير از نقطة ديگر Mفرض كنيم  OF در نتيجه   
  فقط يك نقطه مشترك دارد. Cبا دايرة dاست . بنا براين خط  Cبرون دايره Mنقطة 

  بر دايره مماس است. dدر نتيجه خط 

FM MN

ˆ ˆM M O M N O M F ON OF R

OM OM

 
 


   

 
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1طول كمان قطاع  يك درجه 
36 ره است يعني محيط دايr2

36

در نتيجه طول كمان نظير قطاع .  درجهr

L 18
 است

1مساحت قطاع يك درجه 
36مساحت دايره است يعنيr2

36



rدرجه . در نتيجه مساحت قطاع 
A

2
36
 
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طول
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي

فرض :  AB CD    : حكمAB CD

   AB CD O O

OA OC R OAB OCD AB CD

OB OD R

1 2   


     
  

  
ABفرض : CD    : حكم AB CD

CDفرض:  AB             :حكم AH BH , AD BD  

   

OA OB R
AH BH

H H OAH OBH
O O AD BD

OH OH
1 2

1 2
9

 


  
      
    

  

AHفرض:  BH    :حكم AD BD وCD AB  

فرض:   AD BD           :حكمAH BHوCD AB  

  عمودمنصف وتر دايره از مركز دايره مي گذرد.نتيجه : 

  بناميم كافي است اين دو نقطه را به هم وصل كنيم  Hو وسط وتر را  Mاگر وسط كمان را 
  .قطر عمود بر اين وتر است MN  5و  4.با توجه به قطع كند N در نقطة امتداد دهيم تا دايره را  Hسمتو از 

 ض زض  اجزاي نظير

   
AB CD

OA OC R OAB OCD O O AB CD

OB OD R
1 2

 
       
  

 ض ض ض  اجزاي نظير

 وتر و يك ضلع قائمه  اجزاي نظير
 زاويه مركزي

 ض ض ض  اجزاي نظير

 زاويه مركزي

 ض ز ض  زاويه مركزي اجزاي نظير   
OA OB R

H H
AD BD O O O A H O BH

AH BH
OH OH

1 21 2 9  
  

          
  



   

OA OB R
H H

AH BH O A H O BH
O O AD BDOH OH

1 2
1 2

9  
          

    


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  .با هم برابر هستند اين دو زاويه بنا بر قضيه خطوط موازي

  پس بايكديگر برابرند. ،دو كمان روبه رو به زواياي محاطي برابر هستنداين 

     EG FH
EG FH EHG FEH2 2     

  باهم موازي هستندبنا بر عكس قضيه خطوط موازي

 زاويه محاطي
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CF AD   و AE مورب بنا بر قضيه خطوط موازيˆ ˆD A E FC E 

Fˆزاويه  C Eيعني  محاطي است پس نصف كمان مقابل استˆFCE EF
1
2  .  

باتوجه به شكل    ˆFCE EF (DE BC)
1 1
2 2    

) مي دانيم 1بنا بر فعاليت قبل بند ( BC DF 

پس داريم :     ˆ ˆDAE FCE EF (DE BC) (DE BC)
1 1 1
2 2 2       

BF DC  و  BE  مورب بنا بر قضيه خطوط موازيˆ ˆDAE FBE 

FBˆزاويه  E محاطي است پس نصف كمان مقابل است يعنيˆFBE EF
1
2  .  

باتوجه به شكل:    ˆFBE EF (FD DE)
1 1
2 2    

) مي دانيم: 1بنا بر فعاليت قبل بند ( BC DF 

پس داريم :     ˆ ˆDAE FBE EF (FD DE) (BC DE)
1 1 1
2 2 2       
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ثابت مي شود كه كمان هاي محصور بين يك مماس و وتر موازي در يك دايره باهم برابرند. 

در شكل مقابل بنا بر قضيه خطوط موازي  MAC BCA:
 

 

     MAC ACB
MAC AC

AC AB AC AB
ACB AB

1
1 12
2 21

2


 
   




بنا برقضيه خطوط موازي راه اول :  AM B EBF  

          AE ADBEB ACB AE ACB ADB
AMB EBF AMB EBF2 2 2

        

  خارجي است پس :  EBAˆزاويه  AMBوصل مي كنيم . در مثلث  Bبه  A از نقطه يراه دوم : 

   (ACB ADB)ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEBA MAB M M EBA MAB M ACB ADB M
1 1
2 2 2

         

بنا برقضيه خطوط موازي راه اول :  CMB EBF

          CE ABEB BC CE BC AB
CMB EBF CMB EBF2 2 2

        

Bˆزاويه  AMBوصل مي كنيم . در مثلث  Bبه  A از نقطه يراه دوم :  A C  : خارجي است پس  

       (BC AB)ˆ ˆ ˆ ˆBAC MBA M M BAC MBA M BC AB M
1 1
2 2 2

           

y x
M̂ y x

y x
N̂ y x

y x
y y x

y x

2 312
2 912

62 2 244 122 6
182






  



    

    

        
 



ظلّي  ظلّي

محاطي  ظلّي

ظلّي

محاطي
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(y z t) x
(y z t) x

(y x t) z
(y x t) z

y z t x
(y t) y t

y x t z

y tˆ ˆA A

 

 


 






      

      

        
   

  





 



 

 


 





7 142
8 182

14 3 2 15
16

15 752 2

 

 

(x x) x
x x

CD x CD

  

   

   



 

   

 

   

75 15 3 52
18 2 18 1 8

 

 

     

AC BD AD BC

ACB ADB

ACB BC ADB AD AC BD AC BD









 

     



18

  متساوي الساقين هستند.OABوOAMبا توجه به فرض مسئله،  مثلث هاي 

2          داريم:   OBMدر مثلث  3      

  متساوي الاضلاع است . و براي پيدا كردن فاصله ي وتر از مركز بايد از OAB مي دانيم كه مثلث 
  را به دست آوريم. قطر عمود بر وتر ، آن OHبر وتر عمود كنيم سپس طول پاره خط  O نقطه ي 

AHوتر را نصف مي كند بنا بر اين  5  پس در مثلث قائم الزاويةOAH  : داريم  

OH OA AH OH     2 2 2 21 5 75 5 3 
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OH OH       حكم:AB CD فرض:  

( )

( ) OH
OH

OBH : H BH R OH

OCH : H CH R OH

AB CD
AB CD BH CH BH CH

R OH R OH OH O

AB

H OH OH OH

CD
OB OC R , BH H )

O

, C (

H

1

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 21 2

9

9

12

2

2

2
  












   





   

      

      

            




 

AB CD       حكم: OH OHفرض:  

( ) BH ( )
CH

O B H : H OH R BH

O C H : H OH R CH

OH OH R BH R CH

BH CH BH CH BH CH AB C

OB OC R , BH AB , CH CD ( )

D

2 2 2

2 2 2

2

1 1

2 2 2

2 2 2 2

2 2

9

9

1







  


   

      

     

  

   

       






  تشابه برابري دو زاويه متشابه هستند. 1اين دو مثلث بر قضيه 

R

R



ˆ ˆM M
A M D C M BABˆ ˆD B

1 2

2

 
 

  
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  تشابه برابري دو زاويه متشابه هستند. 1 اين دو مثلث بر قضيه

  
  تشابه برابري دو زاويه متشابه هستند. 1اين دو مثلث بر قضيه   





ATˆMTA
ˆ ˆMTA TBM

ATˆTBM

2

2


  

 



ˆ ˆM M
A M D C M BBDˆ ˆA C 2

 
 

  

ظلّي

محاطي

ˆ ˆM M
M T B M A T

ˆ ˆMTA TBM

   
 
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي

OTبر دايره مماس است پس  Tدر نقطة  d با توجه به كادر فوق چون طبق فرض خط d  در نتيجه مثلثOMT در رأس
T . قائم الزاويه است  

اندازة در هر مثلث قائم الزاويه  «است .OMTميانه ي مثلث قائم الزاويه  TNباشد در نتيجه  OMوسط پاره خط   Nاگر 
MN. بنا براين  كتاب هندسه دهم) 60( صفحه .»وتر استاندازة وارد بر وتر نصف ميانة  NO TN  .  

ˆMTO:T MT OM OT MT d R2 2 2 2 29


        

Mˆو MTOˆزاويه هاي  T O  محاطي روبه رو به قطر هستند بنا براين اندازه ي هركدام

9  پاره خط هاي  بر نقطة تماس س شعاع است . پ MT وMT  عمود است.  
  بر دايره مماس هستند. MTو MT درنتيجه

  به حالت وتر و يك ضلع زاويه قائمه باهم همنهشتOMTو  OMTدو مثلث 
MTهستند. و بنا براجزاي متناظر  MT .  

هستند. و بنا براجزاي متناظر  به حالت وتر و يك ضلع زاويه قائمه باهم همنهشتOMTو  OMTدو مثلث راه اول : 
ˆ ˆO M T O M T  .   

روي نيمساز  O به يك فاصله است پس بنا بر خاصيت نيمساز زاويه نقطة TMTاويه از دوضلع ز Oفاصلة نقطة راه دوم : 
  است.TMTنيمساز زاويه  MOاين زاويه است. يعني نيم خط 
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OTو  OTشعاع هاي   بر خط m  در نقاطTو T  
  است پس بنا بر mموازي خط  OHعمودند. و چون 

T̂ˆقضيه خطوط موازي  O 9      وˆ ˆT H 9     
TTبنا بر اين چهار ضلعي  O H  . چهار زاويه قائمه دارد پس مستطيل است  

OO d    وOT R   وO T R    و با توجه به بند الفOH TT   

O H TT
OT R ,O T R

ˆOO H : H O H OH OO O H OO OH

O H d (OT OT ) TT d (R R )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
9




 
   

          

          



نيمساز  OMيكديگر را قطع كنند. با توجه به بند (ب ) كار در كلاس قبل  Mفرض كنيم اين دو مماس مشرك در نقطه ي 
بر هم  OMو  OMاست و چون هر زاويه يك نيمساز دارد در نتيجه  Mهم نيمساز زاويه  OMاست . همچنين  Mزاويه 

  قرار دارد.  OOوي خط منطبق هستند در نتيجه نقطة تقاطع مماس ها ر

  بر اين دايره مماس است . OHپاره خط

C)وصل مي كنيم و امتداد مي دهيم تا دايرة  Hبه  Oاز نقطة قطع كند. سپس از اين نقطه خطي موازي  Tرا در نقطة (
OH رسم مي كنيم. اين خط در نقطةT بر دايرة(C ).مماس مي شود  
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THOبه شكل چهارضلعي  با توجه T   مستطيل است پسTT OH  همچنين .  
TH O T R    : و در نتيجه OH R R  .  

TT O H
OH R R , OO dO O H : H O H OO OH TT d (R R )2 2 2 2 29  

   


          

داريم:  AOOبا توجه به نامساوي مثلث در مثلث 
   

OA OB R   وO A O B R   بنا بر خاصيت عمودمنصف نقاط O وO  روي عمود منصفAB  قرار دارد و چون
  است.ABعمود منصف وتر مشترك  OOجه پاره خط عمود منصف هر پاره خط يكتا است در نتي

d R RTT d (R R ) TT (R R ) (R R )

TT R R RR (R R RR ) R R RR R R RR

TT RR TT RR

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
4 2

           

                    





     



( ) , ( )

OO R R ( )

R OO R OO R R
OO R R OO R R OO ( )

R OO R R R OO

R R OO R R1 2

1

2

  
               



           



 

     
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١٧

AM x

DM DM DM
DM MC

MC DC

DM.MC AM.BM x( x) x x

(x )(x ) x , x

AM
MB

2

1 1 1 3 62 3 9 3
3 6 11 11 18

9 2 2 9
2
9



        

       
      










PA PB.PC ( ) x(x ) x x

(x )(x ) x , x

PB , PC

2 2 21 3 2 2 3
1 3 1 3

1 3

       
       
  

    
    
 

OB.OM ON.ON R(R ) (R )(R )

R R R R R R

MB R
R R R

2 2
16 1 1

16 2 1 4 1 25
2 16 5 16 172 2 2

     

        
        

 

    


مي دانيم كه از هر نقطه خارج دايره طول مماس هاي  12توجه به كار دركلاس ص  با
  باهم برابرند. بنابراين داريم :  رسم شده

MT MT

MT MT
MT MT MT MT MT

MT MT

MT MT

2
4

1 2 3 4
1
2

 
      
 

 باتوجه به شكل غ ق ق 

غ ق ق 
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١٨

TT d (R R ) (R R )

TT d (R R ) (R R )

R R
R R R

R R

2 2 2 2

2 2 2 2
63 64
15 64

1 2 8 4 37

          
         

          

 

12ةمجموع سه قطاع با زاوي                : درجه تشكيل يك دايره كامل مي دهد بنا براين داريم
              r r6 2    محيط يك دايرهr r r2 2 2    طول نخ  

  تشكيل يك نيم دايره مي دهد بنا بر اين داريم :درجه 6ع سه قطاع با زاويه مجمو
  مساحت ناحيه هاشور خورده ABCمساحت مثلث  -نيم دايرهمساحت             

r r
( r) r r ( )

2 22 2 23 4 32 34 2 4 2 2
        مساحت ناحيه هاشور خورده  

OAبا توجه به شكل  R   وOA R  : در نتيجه

OO R R

R R R R (R R )(R R )

(R R ) R R

R R
R R , R

R R

2 2

2

2 216 16 16
2 16 8

8 2 1 5 32

   

              

     
       





 



Ô متساوي الساقين است كه و OABمثلث  6   .پس اين مثلث متساوي الاضلاع است  
  ) Aدرجه =مساحت قسمت رنگي ( 6مساحت قطاع  –OABثمساحت مثل

r
A r A

2 23 16 86 4 3 4 336 4 36 3
            

  

12 12 

12 

r2

r2 r2

مساحت ناحيه محدود بين دودايره
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١٩

  عمود منصف ها ي همه ي ضلع ها ي آن در يك نقطه همرسند.حكم : چند ضلعي محاطي است .               فرض : 
اتوجه به تعريف چند ضلعي محاطي و فرض واضح است كه فاصله ي همة رأس هاي چند ضلعي تا مركز دايره به يك اندازه ب

ست ، ا( شعاع دايره ) در نتيجه بنا برخاصيت عمود منصف فاصلة مركز دايره از دوسر هر ضلع به يك فاصله (شعاع دايره) است 
( مركز رار دارد.در نتيجه عمود منصف ها ي همه ي ضلع ها ي آن در يك نقطهپس مركز دايره روي عمود منصف اين اضلاع ق

  همرسند.دايره ) 
چند ضلعي محاطي است .           حكم : عمود منصف ها ي همه ي ضلع ها ي چندضلعي در يك نقطه همرسند.               فرض : 

لعي از نقطه ي همرسي عمود منصف ها به يك فاصله اند باتوجه به فرض و خاصيت عمود منصف  همه ي رأس هاي چند ض
اين فاصله ي ثابت قرار داردند و بنا بر تعريف چند ضلعي و در نتيجه اين نقاط بنا بر تعريف دايره ، روي دايره اي به شعاع 

  محاطي اين چند ضلعي محاطي است .
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٢٠

  شعاع هاي دايره اند.         

اهم برابرند . زيرا شعاع نقطه تماس بر خط مماس عمود است . ب             

 مماسنقطة تماس بر خط در اضلاع چند ضلعي بر دايره مماس هستند و مي دانيم شعاعچند ضلعي محاطي ، بنا به تعريف 
بنا برخاصيت  .رابرند همگي با هم بچند ضلعي هستند و پس اين شعاع ها همان فاصله ي مركز دايره از اضلاع ، عمود است 

داخلي چند ضلعي است به عبارتي مركز دايره محل برخورد نيمساز  نيمساز مركز اين دايره روي نيمساز هر يك از زاويه هاي
  هاي داخلي چند ضلعي است.

O       :روي نيمساز زواياي داخلي است پس بنا بر خاصيت نيمساز ها O نقطة H O H O H OH OH1 2 3 4     
Oو OH1همچنين  H Oو2 H Oو  3 H رسم مي كنيم OHهمگي بر اضلاع عمود هستند. در نتيجه وقتي دايره اي به شعاع 4

مود هستند پس اضلاع بر دايره در نقطة تماسشان عمودند يعني دايره بر اضلاع چندضلعي مماس است در شعاع ها بر اضلاع ع
  دايره محاطي است. بنا به تعريف نتيجه

H1
H2

H3

H4

n n

n n

S r.A A r.A A r.A A r.A A .... r.A A

r(A A A A ... A A ) r P S rp

1 2 2 3 3 4 4 5 1

1 2 2 3 1

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
1 1 22 2





     

       

http://www.darsidl.ir/


٢١

OTاست پس   Aروي نيمساز زاويه  Oنقطة  OT )1(  
OTاست پس   Cروي نيمساز زاويةخارجي  Oنقطة  OT )2(  

OT) نتيجه مي گيريم كه : 2) و (1از ( OT پس نقطةO روي نيمساز زاوية خارجيB  
  به يك فاصله است. ABو  ACو خط هاي  BCخط نيز هست . به عبارتي اين نقطه از 

T
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٢٢

نقطة همرسي عمود منصف هاي و مركز دايره ي محيطي هر چندضلعي زيرا عمود منصف هاي اضلاع يك مثلث همرسند 
  اضلاع است.

  زيرا در هر مثلث هر زاويه خارجي از زاويه داخلي غير مجاورش بزرگ تر است.

a b c a b c a2     

S
p b

S
p c

18 18 
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٢٣

IMاست پس   Bروي نيمساز زاوية  Iنقطة  IN )1(  
IPاست پس   Cروي نيمساز زاوية  Iنقطة  IN)2(  

IP) نتيجه مي گيريم كه :2) و (1از ( IN IM   نقطة پسI  از سه ضلعCD،BC 
  به يك فاصله است. ABو 

  بر آن عمود هستند. زيرا اين شعاع ها در نقاط اشتراك با دايره

AB) همين قضيه نتيجه مي گيريم : 1بنا بر بند ( محيطي است پس ABCEچهار ضلعي  CE AE BC   

            AB CD AD BC
CD CE AD AE CD CE AE AD DE AE AD

AB CE AE BC

   
             

DEداريم : ADEبنا بر نامساوي مثلثي در مثلث  AE AD   پس رابطه ي فوق امكان ندارد؛مگر اين كهE  همانD 
  باشد.
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٢۴

  ذوزنقه در حالت كلي محاطي نيست زيرا زواياي مقابل آن مكمل نيستند.
  داريم: اما اگر ذوزنقه متساوي الساقين باشد 

استمحاطي ABCDذوزنقه 
ˆ ˆC D

ˆ ˆA B

ˆ ˆ ˆˆA D A C

ˆ ˆ ˆ ˆA D B D

18 18
18 18





 

 

    
   



 

 

 

به شرط مي تواند محيطي باشددر حالت كلي محيطي نسيت اما يك ذوزنقه 
  .آن كه نيمساز هاي داخلي همرس باشند

 مانند شكل مقابل: 

  آن قائمه باشند مي تواند محاطي باشد.گر دو زاويه مقابل نيست ولي امحاطي  در حالت كلي يك كايت 

 
ˆ ˆB Dˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA B C D A C1836 18  

        
  محاطي است. ABCDپس بنا برقضيه كايت 

  با هم برابرند.يطي است زيرا مجموع اضلاع مقابل يك كايت حتما مح

 
EF EH

EF GH EH GF
GH GF

 
    

  

زيرا :  ؛نيست محاطي  الاضلاع در حالت كلي يك متوازي 

18زاويه هاي مقابل نمي توانند مساوي   .باشند

              ˆ ˆ ˆ ˆA C , B D18 18        
  زيرا اضلاع مقابل دو به دو برابرند و مجموع آن ها با هم برابر نيست . نيست؛محيطي  الاضلاع در حالت كلييك متوازي 

ABبا توجه به شكل فوق : DC AD BC   .  

18برابر با  هميشه زاويه هاي مقابل زيرا مجموع است ؛ يك مستطيل محاطي  .است  

http://www.darsidl.ir/


٢۵

  باهم برابر نيست آن ها و مجموع مقابل برابرندزيرا اضلاع  نيستيك مستطيل محيطي 
ABبا توجه به شكل : DC AD BC    

18زيرا مجموع زاويه هاي مقابل  يست ؛نيك لوزي محاطي    . نيست
  زيرا مجموع اضلاع مقابل باهم برابر هستند. لوزي  محيطي است ؛يك 

18زيرا هم مجموع زاويه هاي مقابل  يك مربع هم مي تواند محيطي و هم محاطي باشد.  است و هم مجموع اضلاع مقابل 
  باهم برابر هستند.

  دو مثلث به حالت (ض ض ض ) همنهشت هستند.

             
     

   

OBA OBCABC OBA OBC OBA

OAB OBA OBC OCB

2 2   

   




 

                   BCD OCB OCD OCD OCD2      

 

OC OC

BC DC OC D OC B OD OB

OCD OCB

OD OB
OA OB OC OD

OA OB OC

 



    
 

 
     

 اجزاي نظير
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٢۶

  ذوزنقه محاطي است.حكم :     ذوزنقه متساوي الساقين است.             فرض : 

محاطي استABCDذوزنقه 
ˆ ˆC D

ˆ ˆA B

ˆ ˆ ˆˆA D A C

ˆ ˆ ˆ ˆA D B D

18 18
18 18





 

 

    
   



 

 

 

ذوزنقه متساوي الساقين است.                 حكم :                            ذوزنقه محاطي است.فرض : 
ˆ ˆAB DC , AD A D ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆA D A C D C A B
ˆ ˆA C

18
18





          
  

 



به ساق برابرند درنتيجه ذوزنقه متساوي الساقين است . در اين ذوزنقه زاويه هاي مجاور 

  محل برخورد عمود منصف هاي اضلاع مثلث است و چون مثلث Oمركز دايره ي محيطي نقطة 
  محل برخورد ميانه هاهم هست. بنا براين : O متساوي الاضلاع است نقطة 

راه اول : 

ABC ABC ABC

OA R R
OH OH AH R R

R
a R a a R

AH AC CH A

a
AB BC AC a , BH C

H a

S

H

ACH : H

S a (R ) S R

2 2

22 2

3
2 2 2 2 3 3 3 32 2 33

2
3 3 334 4

2

9

3
4




            
     

   

    







 (ض ز ض)اين مثلث هاي به حالت از شش مثلث همنهشت ساخته شده است . ABCشكل مثلث  باتوجه بهراه دوم: 
  همنهشت هستند.

 ق خطوط موازي 
 مورب   ق زاويه هاي مكمل

ABC OBH ABC ABC

R R
BH R ( )

R R
S S S S R

O BH : H 2 2

2

32 2
1 3 36 6 32 2 2 4

9


    

       

 
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٢٧

  قطع كند: Dدايرة محيطي را در نقطة  BACفرض كنيم نيمساز زاوية
   BAD CAD BD CD BD CD     

اندازه است پس بنا بر خاصيت عمود منصف  به يك Cو  Bاز دونقطة  Dفاصلة نقطة 
  قرار دارد.نيز  BCروي عمود منصف پاره خط  D نقطة 

محاطي است پس متساوي الساقين است و و چون محيطي است  ABCD چون ذوزنقة
cمجموع دو ضلع مقابل با مجموع دو ضلع مقابل ديگر برابر است.در نتيجه:  a b2    

  قائم الزاويه است. ADF مثلثو 

ABC AD BCD

a b b a
c a b c , b x a x

a b b a ab
h c x h ( ) ( ) h h ab

S ( S (ab) h aa b) b

2 2 2 2 2 2 2

2 22 2
4

2 2 4
1
2

1
2

        

       





 



  

 

a
a

b
b

c
c

a b c

a b c

p
S rp

r S
S p a

r
p a r S

S p b
r

p b r S

S p c
r

p c r S

p a p b p c p (a b c) p p p
r r r S S S S S S r

r r r r

1

1

1

1

1 1 1 3 3 2 1

1 1 1 1







 

 
 
 

              

  





 

 محاطي  مساوي هايها و وترق كمان 

http://www.darsidl.ir/


٢٨

  

             AM AN
CM CP,BN BP

a

AN c BN
AM AN b c (BN CM)

AM b CM

AM b c (BP CP) b c a

AM p a AM AN p a

2

2 2 2


 





  
      

      

     



     BP BN
AN AM , CP CM

b

BN c AN
BN BP a c (AN CP)

BP a CP

BN a c (AM CM) a c b

BN p b BN BP p b

2

2 2 2


 





  
      

      

     



CM CP
AN AM , BP BN

c

CM b AM
CM CP b a (AM BP)

CP a BP

CM b a (AN BN b a c

CM p c CM CP p c

2

2 2 2


 





  
      

      

     



AT AT
BT BQ ,CT CQ

a

AT AT c BT b CT AT c b BQ CQ c b a p

AT p AT AT p

2 2

2 2


              

   



a a
a

b b
b a b c

c c
c

a b c

S a
S ah h

a h S

S b a b c a b c p p
S bh h

b h S h h h S S S S S S r

S c
S ch h

c h S

h h h r

1 2 1
2 2
1 2 1 1 1 1 2 1
2 2 2 2 2 2 2
1 2 1
2 2
1 1 1 1

   


            

   

 

 

 



 




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OD r

HD CD

HD HDˆOHD: H sin sin
n r n r

CD rsin
n

2

2

18 18 29 2
182


  



 

 





  



OM r

MB AB

MB MBˆOMB: M tan tan
n r n r

AB r tan
n

2

2

18 18 29 2
182

 




  



  



 



12اندازه هر زاويه داخلي شش ضلعي منتظم  است . بنا بر اين زاويه هاي خارجي  
6  ريم كهياست . با توجه به شكل و مجموع زواياي داخلي هر مثلث نتيجه مي گ  

 ˆ ˆ ˆM N P 6      و در نتيجه مثلثMNP .متساوي الساقين است

  اگر قطر هاي شش ضلعي منتظم را رسم كنيم آن را به شش مثلث متساوي الاضلاع تقسيم
  مثلث همنهشت ايجاد مي شود .  MNP  ،9مي كنيم و در مثلث 

MAB

MNP MAB

S S
S S

6 6 2
9 9 3  

مجموع فواصل هر نقطه درون مثلث متساوي الاضلاع مقداري ثابت است و اين مقدار با 
  طول ارتفاع مثلث برابر است: 

TH TH TH MM    

6 

12 

12 

12 

12 

12 

12 

6 

6 

6 6 

6 6  6  6 

 شش ضلعي
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TAF TDE TBC

TAF TDE TBC
h

TAF TDE TBC

M N P M N P

TAF TDE TBC

AF ED BC a

MN a

TAF TDE

MN

TB

P

C

S S S AF.TH DE.TH BC.TH

S S S a(TH TH TH) ah

S S S ah

S MN.h S a.h

ahS S S
S

S

a.h

S S

3

1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

1
2

1 3
2 2

1
2
3
2

  



     

      

  

 







    

 



MNPS
1
3

1مساحت مثل هاي آبي رنگ 
2است ومساحت شش ضلعي MNPمساحت مثلث  3

مساحت مثلث  MNPمساحت مثلث  3

2يد هم برابر با هاي سفيد و آبي برابر با مساحت شش ضلعي است پس مساحت مثلث هاي سف 1 1
3 3 3   است بنا براين

  مساحت مثلث هاي آبي با مساحت مثلث هاي سفيد برابر است.
T BC T D E T A TF AB T EF T C DS S S S SS    

  و باهم برابرندپس مستطيل مي كنند قطر همديگر را نصف ABCDدر چهار ضلعي 
  است و چون قطر ها برهم عمودند نتيجه مي گيريم كه مربع است. 

عمود منصف هر ضلع نيمساز رأس مقابل نيز هست. پس: 

       AM MB BQ QC CP

O O

PD DN NA

AM MB BQ QC CP P

O O O O O

DN NA

O

D

1 2 3 4 5 6 7 8 45
    

       

  
      


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  رضلعي رنگ شده است.انتقال يافتة چها  2چهارضلعي  

  بازتاب چهارضلعي رنگ شده است. 3چهارضلعي 

  دوران يافتة چهارضلعي رنگ شده است. 1چهارضلعي 
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  عمودي رسم مي كنيم و سپس به اندازه ي آن پاره خط امتداد dاز هر رأس مثلث بر خط 
AMمي دهيم تا تصويرش به دست آيد. (  A M , BN B N , CM C M     ( سپس  

  بازتاب مثلث 'A'B'Cرا به هم وصل مي كنيم . مثلث  'Cو  'A'  ،Bاط تصوير يعني نق
ABC .است  

  عمود منصف پاره خطي است كه هر نقطه را به تصويرش وصل مي كند. dخط 

  تغيير مي دهد اما اندازه ها را تغيير نمي دهد. موقعيت شكل را 

برابر نيست.  'B'Cپاره خط متناظرش با شيب  BCخير شيب پاره خط 

  اگر خط مورد نظر موازي يا عمود بر محور بازتاب باشد آنگاه شيب آن حفظ مي شود  
است و تصوير آن نيز روي همان خط عمود  dبخشي از خط عمود بر خط    AC در شكل بالا همانطور كه مي بينيم پاره خط

  برابر است.  ACبا شيب پاره خط  'A'Cيب پاره خط قرار خواهد گرفت وبه همين دليل ش
  اگر خط مورد نظر موازي محور بازتاب باشد تصويرش هم با آن موازي است پس هم شيب خواهند شد.

  واحد به سمت پايين 3واحد به سمت راست و 5بايد رأس هاي مربع را  vبا توجه به برداد 
  كهي ي اضح است كه باتوجه به شكل بردارد هاانتقال بدهيم تا نقاط تصوير به دست آيند. و

  را به ترتيب برابر هستند. سپس نقاط تصوير vهر نقطه را به تصويرش برده است با بردار 
  است. v تحت بردار ABCDانتقال يافته ي مربع  'A'B'C'Dبه هم وصل مي كنيم. مربع 

  ازي هستند.پاره خط هايي كه هر نقطه را به تصويرش نظير مي كنند باهم مو

  اين تبديل موقعيت شكل اوليه را حفظ نمي كند ولي اندازه ها را حفظ مي كند.
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  در اين تبديل، شيب هر پاره خط با شيب پاره خط متناظر در تصويرش برابر است.

  در اين تبديل زاويه بين خطوط در شكل و تصوير متناظر آن حفظ مي شود.

  ديل موقعيت شكل اوليه را حفظ نمي كند ولي اندازه ها را حفظ مي كند.اين تب

  دراين تبديل شيب پاره خط اوليه با شيب پاره خط تصوير آن برابر نيست.

  اب شود دوران تحت آن ، شيب خط را حفظ مي كند.درجه انتخ 36و يا    ،18اگر زاوية دوران  
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چون اين تبديل طولپا است پس داريم:  

 
AB A B

OA O A OA B O A B AOB A O B

OB O B

 
 

  
           
  

 

AOB  

 ض ض ض   يراجزاي نظ
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مي دانيم مستطيل چهار ضلعي است كه همه زاويه هاي آن قائمه باشد . 

مستطيل است   
ˆ ˆAB d ,AH A H

ABH H
ˆ ˆAB d ,BH B H












  

 


  


9
9

 
 

 

در هر مستطيل اضلاع مقابل با هم برابرند پس : 

متوازي الاضلاع است 
AH A H
BH B HAH BH AH BH AA BB

ABB AAA d
AA BB

BB d


  

      




         

2 2



AB  :در نتيجه  موازي AB.است  
A B AB

A B d
AB d

    







ABBاز طرفي متوازي الاضلاع  A  :زاويه قائمه دارد  

  .ستبر روي خط و بر روي خودش منطبق ا MAخوب در اين حالت بازتاب پاره خط 
S(M) M , S(A) A MA MA   

  

 مورب

 مورب

 ق خطوط موازي

 ق خطوط موازي

 
AH A H
ˆ ˆH H M A H M A H MA MA , AMH A MH

MH MH

 
  











      


1 2 9  ض ز ض  اجزاي نظير
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به يك فاصله  'AAاز دو سر پاره خط  dروي خط  Mبنا براين هر نقطه مانند  ؛ است 'AAعمود منصف پاره خط  dخط 
MAاست . يعني:  MA   

MBدانيم كه با توجه به قسمت (ب) مي  MB  پس مثلث متساوي الساقين است و  
  نيمساز زاوية dاست با توجه به قضاياي متساوي الساقين  'BBعمود منصف  dچون خط 

BMB'   نيز هست. بنا براينˆ ˆM M1.
  قطع كند. 'Aة را در نقط 'MBخطي رسم مي كنيم تا  'BBموازي پاره خط  Aاز نقطة 

  است يعني : dنسبت به خط بازتاب  A تصوير نقطة 'A حالا بايد ثابت كنيم كه

               AH AH , H H       2 9  
هم نيمساز است و هم ارتفاع پس مثلث  'MHپاره خط   'MAAدر مثلث راه اول : 
AH:ميانه نيز هست پس 'MHساقين است. و در نتيجه متساوي ال AH   

  : راه دوم 
AA BB , d H H

H H

ˆ ˆM M M A H M A H AH A H

MH MH





 

   

  
        
  





 




1 2

1 2

9
9

 



AHبنا براين :  AH , H H       1 2 9 .و حكم ثابت شد  
راه ديگر براي پاسخ به (چرا):

H ط وسBB'  وH'  وسطAA'  است بنا برتعريف بازتاب نقاطH  وH'  روي خطd  يعني خط بازتاب هستند.با توجه به بند
  است. AMAو  BMB نيمساز زاويه هاي  d(ب) خط 

               

بر هم منطبق  'MBو  'MAو رأس اين دو زاويه برهم منطبق است پس اضلاع ديگر هم يعني ) 'MHو MH(ع يك ضل
  هستند.

 مورب
 ق خطوط موازي

 (ز ض ز)  اجزاي نظير

 

 


 

 
AMH BMH

A MH BMH
B MH A MHA MH AMH

B MH BMH

              


  

با توجه به شكل
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H  وسطBB'  وH'  وسطAA'  است بنا برتعريف بازتاب نقاطH  وH'  روي خطd  يعني خط بازتاب هستند.با توجه به بند
  است. AMAو  BMB نيمساز زاويه هاي  dب) خط 

               

بر هم منطبق  'MBو  'MA) و رأس اين دو زاويه برهم منطبق است پس اضلاع ديگر هم يعني 'MHو MHيك ضلع (
  هستند.

 

 


 

 
AMH BMH

A MH BMH
B MH A MHA MH AMH

B MH BMH

              


  

متقابل به رأس

HH
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فعاليت قبل  )الف ( انتخاب مي كنيم . بنا بر قسمت nرا روي  Bو  Aاست . دونقطة دلخواه مانند  dموازي خط بازتاب  n خط
موازي است از  dو خط   ABپاره خط  با 'A'B پاره خط يعني dنسبت به خط بازتاب  ABمي دانيم كه تصوير پاره خط 

 dو  nموازي  'nقرار دارند در نتيجه خط  'nنيز روي خط   'Bو  'Aاست پس حتما نقاط  nتصوير خط   'n خط  طرفي چون
  است.

وقتي دو خط موازي باشند در صورت وجود شيب ، شيب ها با هم برابرند پس شيب حفظ مي شود و وقتي كه شيب براي 
  يكي از آن ها تعريف نشود براي ديگري نيز تعريف نمي شود . پس در اين حالت بازتاب شيب خط را حفظ مي كند.

Aاست بنا براين: 'AAعمود منصف پاره خط  dچون خط  H AH , d AA    
به دست مي آيد.  Aعمود كنيم و به اندازه خودش امتداد دهيم نقطة  dبر خط  'Aپس اگر از 
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 A'    تصويرA  است پس بنا به تعريف انتقالAA v 
 

vمساوي طول بردار  'AAي پاره خط يعن 


و با آن موازي است.  

B'    تصويرB  است پس بنا به تعريف انتقالBB v 
 

vمساوي طول بردار  'BBيعني پاره خط  


  و با آن موازي است. 
متوازي  AA'B'Bت و بنا بر راهنمايي داده شده نتيجه مي گريم كه چهارضلعي اس 'BBموازي و مساوي  'AAدر نتيجه 

AB الاضلاع است پس  AB .  
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AB متوازي الاضلاع است پس  AA'B'Bدر حالت (الف) نتيجه گرفتيم كه چهارضلعي  A B   در نتيجه شيب خط ها يكي
  است.
هم خط هستند.  Bو'A ،B ، Bت (ب) و (پ) هر پاره خط و تصويرش بر روي يك خط قرار داردند به عبارتي نقاط در حال

  پس شيب آن ها هم برابر است.
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 

OA OA

OB OB A O B A O B AB A B

AOB A OB

 
 

       
  

      

با توجه به شكل : 
   

  نتيجه : در

 

OA OA

OB OB A O B A O B AB A B

AOB A OB

 
 

       
  

   

O2 O2

AOB A OB 

با توجه به تعريف دوران  اجزاي نظير )(ض ز ض

 

 
 AOB A OB
AOB A OB

A OB A OB

     
  


  

با توجه به تعريف دوران  اجزاي نظير )(ض ز ض
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي

AH A HB H BH B A AH BA A H B A BA

AB AA A B

A B AA B A AB A B

B A BA

         
   

       
  

 



جهت حركت در بازتاب اين نقاط خلاف جهت عقربه هاي ساعت است . 
  خير نمي توان گفت بازتاب، جهت شكل را حفظ مي كند.

AH HA
AH HA

m

AA AH HA AH H A AA HA AH

AA (HA AH ) AA m


                  

   


   

2 2
2 2 

BBقسمت الف به روش مشابه نتيجه مي گريم كه :  بنا براثبات CC m   2 

dي كه اندازة آن دوبرابر فاصله ي بين دو خط بازتاب با انتقالي تحت بردار انتقال dو  1  و راستاي آن عمود بر اين m2يعني2

Aمثلث  مي توان، است دو خط  B C


    را تصوير مثلثA BC


  دانست. 
  يك انتقال است.دو بازتابي كه محور هاي بازتاب موازي يكديگر هستند گيريم ، تركيب  نتيجه مي

تعريف بازتاببنا بر   بنا بر تعريف بازتاب
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d خط  ˆاست يعني: OA'Aمحور بازتابت است پس نيمساز زاويه  1 ˆO O1 2 

d خط  ˆاست يعني: ''A'OAمحور بازتابت است پس نيمساز زاويه  2 ˆO O3 4  
 

 

ˆ ˆO O
ˆ ˆO O

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆAOA O O O O AOA O O

ˆ ˆAOA (O O ) AOA





      





    



 

1 2
3 41 2 3 4 2 3

2 3

2 2
2 2

بنا بر اثبات الف به روش مشابه :  BOB COC   2

dبازتاب  نقطه ي برخورد دو خط Oبه مركز  يبا دوران dو 1 ) مي توان  2دو برابر زاويه بين دو خط ( و زاويه اي به اندازة 2

Aمثلث  B C


     را تصوير مثلثA BC


دانست.  
  ريم ، تركيب دو بازتاب كه محورهاي بازتاب متقاطع باشند يك دوران است.ينتيجه مي گ
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باشد آنگاه :         kنسبت  به  M مجانس نقطة 'M، نقطة  kو نسبت  Oاگر در تجانس به مركز 
( )
k

k

k OM k.OM .OM OM
k

k OM k .OM .OM OM
k





    

    





1

1

1

1





با نسبت  'Mمجانس نقطة  Mبنا براين نقطة 
k
  است . 1

Kقرار دارند پس Oدر يك طرف  'Bو  Bبا توجه به تعريف تجانس نقاط    

3
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OBدر نتيجه:            
OB k.OB k k k

OB
   


  3 2 32

OC
OC k.OC k k k

OC
   


  1 25



  خير زيرا اندازة پاره خط ها حفظ نمي شود.

A در مربع :   B AB , B C BC , C D CD , D A DA          3 3 3 3   
برابر شده و درواقع اين عدد همان نسبت تجانس است .  3طول تصوير هر پاره خط 

  برابر مي شود. 3همچنين محيط شكل نيز 

,:  در مثلث

,

A B AB B C BC

AC A C A C AC

    

          

2 2
4 9 13 16 36 52 2 13 2

برابر شده و درواقع اين عدد همان نسبت تجانس است .  2طول تصوير هر پاره خط 
  برابر مي شود. 2همچنين محيط شكل نيز 

Aدر مربع :              B C D

ABCD

S
S

       236 9 ABCدر مثلث :        34

ABC

S
S

  
 

  
 

2
1 4 62 4 21 2 32

شكل برابر با توان دوم نسبت تجانس است. آن نسبت به مساحت يك شكل  مساحت تصوير

2
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  همرسند. Oاين خطوط در مركز تجانس يعني نقطة 

 K  Kيا1  1 به عبارتيk  1
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با توجه به شكل و قضيه قبل داريم : 
AB A B   در نتيجه اگر خطOB'  مورب باشد بنا برقضيه خطوط موازيˆ ˆB B1 1  )1(
BC B C   در نتيجه اگر خطOB'  مورب باشد بنا برقضيه خطوط موازيˆ ˆB B2 2 )2(  

) داريم :   2) و (1در نتيجه از جمع دو طرف رابطه ي ( ˆ ˆ ˆ ˆB B B B ABC A B C        1 2 1 2  

kقرار دارد و  ABروي پاره خط  Oدر اين حالت نقطة  )1    : در نتيجه
OA k.OA
OB k

A
. B

B
O

ABAB OA OB AB k .OA k .OB k (OA OB) AB k .AB k
AB


                  
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kقرار دارد و  ABروي پاره خط  Oدر اين حالت نقطة  )2    : در نتيجه
OA k.OA
OB k.OB

AB

k
ABAB OA OB AB k.OA k.OB k(OA OB) AB k.AB
AB


                

kقرار دارد و  ABروي امتداد پاره خط  Oدر اين حالت نقطة  )3    : در نتيجه
OA k.OA
OB k

A
.

B
OBAB OA OB AB k.OA k.OB k(OA OB) AB k.AB kAB

AB

                



kقرار دارد و  ABروي امتداد پاره خط  Oدر اين حالت نقطة  )4    : در نتيجه
OA k.OA
OB k

A
.

B
OBAB OA OB AB k .OA k .OB k (OA OB) AB k .AB kAB

AB

                



kقرار ندارد و  ABروي پاره خط  Oدر اين حالت نقطة  )5    : در نتيجه
OA k.OA OA OB OA OB A B

k AB A B k
OA OB OA OB ABOB k.OB

 
              




 

kقرار ندارد و  ABروي پاره خط  Oدر اين حالت نقطة  )6    : در نتيجه

 

OA k.OA OA OB
k OA OB A BOA OBOB k.OB A O B A O B k

OA OB AB
A OB AOB

 
    

             


 
   



عكس قضيه تالس  قضيه تالس

 تشابه دو مثلث 2قضيه 
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nAفرض كنيم  A A ....A1 2 نسبت تجانس باشد  kمركز تجانس و  Oضلعي و نقطه ي  nيك   3

nAلعي و چند ض A A ....A   1 2   مجانس آن باشد بنا بر تعريف تجانس داريم : 3

 

نتيجه مي گيريم كه اين دو چند ضلعي  تشابه  3بنا بر قضيه  پس چون اضلاع همه متناسب هستند

  متشابه اند.

  كافي است كه دو شكل متشابه رسم كنيم كه وقتي هر نقطه را به تصويرش 

  متداد مي دهيم همرس نشوند. به اين ترتيب مركز تجانسوصل مي كنيم و ا

  وجود نخواهد داشت و در اين صورت تجانسي هم در كار نيست. 

متشابه اند اما متجانس نيستند  'A'B'Cو  ABCدر شكل مقابل مثلث هاي 

n

n

n n

OA k OA

OA k OA
OA OA OA OA

OA k OA k
OA OA OA OA

OA k OA

  


  
         



  



1 1
2 2

1 2 33 3 1 2 3



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  انتقال زماني هماني است كه بردار انتقال برابر با بردار صفر باشد .

  درجه باشد . 36وران زماني تبديل هماني است كه زاويه دوران صفر درجه يا د

  .  k1تجانس زماني تبديل هماني است كه در آن

  بله تبديل هماني يك تبديل طولپا است زيرا هر نقطه را به خود آن نقطه تصوير مي كند .

  دو نقطه در صفحه باشند و تحت يك تبديل هماني بخواهيم تصوير آن ها را بيابيم داريم :  B و Aاگر 

T(A) A , T(B) B AB AB    

خير نمي توان نقاط ثابت داشت يا به عبارتي هر نقطه بايد تحت يك بردار غير صفر در صفحه بلغزد و نمي تواند بر روي 
  خودش بلغزد.

  پس مركز دوران نقطة ثابت تبديل است.ظر روي مركز دوران باشد تحت هر دوراني ثابت مي ماند.اگر نقطه ي مورد ن

  .ثابت تبديل است رار مي گيرد . پس مركز تجانس نقطةاگر نقطه مورد نظر روي مركز تجانس باشد تصويرش روي خودش ق
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kدارد و قرار  ABروي خط  Oدرحالتي كه نقطة  )1    بديهي است كه نقاطA'  وB'  مجانس هاي نقاطA  وB 
Aواقع مي شوند؛ بنا براين  ABروي خط  B  برAB .واقع است و شيب تغيير نمي كند  

kقرار ندارد و  ABروي خط  Oنقطة  ي كه حالت در  )2   نقاط  اگر در اين صورتA'  وB'  به ترتيب ، مجانس هاي
باشند ، طبق تعريف داريم:  Bو  Aنقاط 

 

   
OA k.OA OA OB

k
OA OBOB k.OB AOB A OB OBA OBA , OAB OAB

AOB AOB

 
    

           


 
   

  

Aموازي خط  ABپس بنا برعكس قضيه خطوط موازي خط    B  .است . و شيب خط ها در صورت وجود باهم برابر است  

نادرست درست درستنادرستدرست

درستدرستدرست درست درست

درستنادرست درست درست  درست

نادرست نادرست درستدرستدرست

 تشابه دو مثلث 2قضيه 
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  را در صفحه در نظر مي گريم : ABC زاوية 

ABCيعنيباشد آنگاه مجانس زاويه  Bروي رأس زاويه يعني نقطة  Oاگر نقطة  )1   روي خودABC مي منطبق
 شود.پس اندازه ي آن حفظ مي شود.

قضيه، تجانس شيب خط را حفظ مي كندپس: ه به با توج) آنگاه 1روي يكي از اضلاع باشد مانند شكل ( O اگر نقطة  )2
 BC BC , BB ABC ABC     

، تجانس شيب خط را بند قبلي  ) با توجه به2نه روي اضلاع ونه روي رأس زاويه باشد مانند شكل ( Oاگر نقطة  )3
ي كند پس : م حفظ 

 

 
     BC B C , BB CBB C B B
ABB CBB A B B C B B ABC A B C

AB A B , BB ABB A B B

        


 


         
      





 مورب ق خطوط موازي

)1شكل ( )2(

 مورب ق خطوط موازي

 مورب ق خطوط موازي
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نقش قالي ، خطاطي ، كاغذ ديواري و ............ 
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بازتاب دوران
نتقالا

بازتاب دوران
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  نسبت به محور بازتاب قرينه اند پس با هم اندازه اند.  a هاي  شكل
  در  هم نسبت به محور بازتاب خود قرينه اند و bهمچنين شكل هاي 

  مي دهيم. bو يك شكل  aهم اندازه اند حالا به ره نفر يك شكل نتيجه 

  وصل مي كنيم. سپس آن را به عنوان محوربازتاب در نظر Dبه  Bدر شكل از نقطة 
  را نسبت به اين محور به دست مي آوريم.  Dو  B ،Cمي گريم . و تصوير نقاط 

   Cان منطبق است ولي تصوير نقطة روي خودش Dو  Bواضح است كه تصوير نقاط 
است .  'Cنقطة 

با توجه به اين كه بازتاب يك تبديل طولپا است پس داريم: 
BC BC , CD C D    

BC BC
CABCDE ABCDE

AB

D C D

CDE ABC DE

P AB BC CD DE EA P AB BC C D DE EA

P P

 
 



     


   

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روي اين خط هستند. بنا بر  M1و  M است و نقاط  'AAعمود منصف پاره خط  dف بازتاب خط زيرا با توجه به تعري
AMخاصيت عمود منصف  A M  وAM A M1 1.  

  لع از ضلع سوم بزرگ تر است.بنابر قضيه نامساوي مثلثي ، در هر مثلث مجموع دو ض

A M AMA B A M MB A B AM MB
AM MB A M M B

A B A M M B

           
  




 1 1

1 1

  دلخواه بود پس ادعاي هرون ثابت مي شود. M1و چون نقطة 

MAاست بنا براين  'AAروي عمودمنصف  Mنقطة  MA  پس مثلثMAA'  

  است. AMAنيمساز زاوية  dالساقين است در نتيجه خط متساوي 
M M

M M
M M

 
 

1 3
1 2

3 2
متقابل به رأس   

http://www.darsidl.ir/


۶٠

A B1 1
A B2

A B2

A M1 A N1

A N2 A N2


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  رد.مسئلة هرون مردي كه از رودخانه مي خواهد آب بردارد و به اسطبل بب

  نيز تحت 'Bمنتقل شده و نقطة  Dبه  4تحت بردار انتقالي به طول  Cدر واقع نقطه ي 
  منتقل شده است بنا براين با توجه به خواص تبديل انتقال چهارضلعي Bهمان بردار به 

CDBB'   متوازي الاضلاع  است . پس  
              CD B B

CB DBACDB AC CD DB ACDB AC CB B B ACB B
         

حالا مسئله  ؛انتقال مي دهيم 'Bبه نقطة   Aو موازي رودخانه ودر جهت شهر  4را تحت بردار انتقالي به طول  Bنقطة  ابتدا
سپس از  'A نقطة را نسبت به خط كنار رودخانه به دست مي آوريم يعني Aشبيه مسئله ي اسطبل مي شود . بازتاب نقطة 

A'   بهB' نقطة  وصل مي كنيمC نقطة از .به دست مي آيد C موازي رودخانه به سمت شهر B   متر حركت  4و به طول 
  به اين ترتيب كوتاه ترين مسير رسم مي شود.به دست آيد. Dمي كنيم تا نقطة 

  انتقال 'Bبه نقطة  Aرا تحت برداري مساوي وعمود بر راستاي رودخانه در جهت شهر  Bنقطة 
به  Nبر رودخانه عمود مي كنيم تا نقطة  M نقطةبه دست آيد از M. تا نقطة وصل مي كنيم  A به 'Bمي دهيم. سپس از  

مشابه  كوتاه ترين مسير است. AMNBبه دست مي آيد به طوري كه مسير  MNدست آيد. به اين ترتيب محل احداث پل 
  كوتاه ترين است پس :     AMB'Bمي دانيم كه مسير مسئله ي قسمت (پ) 

 مسير  مسير

 مسير MB مسير مسير NBAMB B AM MB BB AMB B AM NB MN AMNB
          
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  ل واضح است كه عرض رودخانه در طول مسير ثابت در نظر گرفته با توجه به شك
  اجرا Mروش هرون را براي پيد كردن نقطة  Aيا از  Bشده است. پس يا از نقطة 

  مي كنيم. 

  سانتي متر را مشخص 5به طول  ABپاره خط دلخواه  lابتدا روي خط 
BAرا تحت بردار  l مي كنيم .  خط 


به  l1تا خط انتقال مي دهيم   

 Mاز نقطة قطع مي كند. Mرا در نقطه اي مانند  lدست آيد اين خط 
  قطع كند.  Nرا در نقطة  lخطي رسم مي كنيم تا خط lموازي خط 

  جواب مسئله است . MNپاره خط  

A  وسطBC  ،B  وسطAC  وC  وسطAB .قرار دارند  

GAباتوجه به خاصيت مركز ثقل مي دانيم كه GA  1
به  Aمجانس نقطة  'Aپس نقطة  'Aو  Aبين  Gهمچنين نقطة  2

و نسبت تجانس  Gمركز تجانس  1
  نيز صدق مي كند. Cو  Bاست . همين مطلب در مورد نقاط   2

Aبا توجه به ويژگي تجانس مساحت مثلث  B C    ،1
  است. ABCمساحت مثلث  4

l1BA

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12و36 24و
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  الف) پاره خط دو تقارن دوراني دارد كه مركز آن وسط پاره خط و زاويه هاي
36و  18آن     .مود منصف پاره خط است.ع تقارن بازتابي دارد كه يكو است  

  ب) خط بي شمار تقارن دوراني و بي شما ر تقارن بازتابي دارد.

  پ) دايره بي شمار تقارن دوراني و بي شمار تقارن بازتابي دارد.
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تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي

  زوج باشد شكل مركز تقارن دارد . nاگر 

, ( ) , ( ) ,...., ( n)
n n n n

   
  36 36 36 362 3   

  
 

  

  
  
  
  
  
  
  
  

تا 2

بله خير

تا 4تا 4تا2

تا 2تا 2تا2

تا 2 يكندارد يك

يك

تا2

يك

تا2

خير بله بله

هاي طول و عرض  منصف عمودمستطيل محور بازتاب 
( يا قطر كز دوران محل برخورد عمودمنصف ها است و مر

  است.ها ) 
قطرهاي آن و مركزدوران محل لوزي محور بازتاب 

  برخورد قطر ها است.
عمودمنصف قاعده مثلث متساوي الساقين محور بازتاب 

است و مركز دوران محل برخورد عمود منصف هاي سه 

36زاويه دوران ضلع است.   يعني تقارن دوراني است
  هماني دارد.

محل عمود منصف ذوزنقه متساوي الساقين محور بازتاب 
 قاعده ها است و مركز دوران محل برخورد قطر ها است.

36زاويه دوران   .است يعني تقارن دوراني هماني دارد  

محل برخورد قطر هاي آن متوازي الاضلاع مركز دوران 
است.
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  مثلث و ذوزنقة متساوي الساقين خط بازتاب دارند ، ولي تقارن دوراني غير هماني ندارند.

  متوازي الاضلاع مركز تقارن دارد ولي خط بازتاب ندارد.

d  وd' قطة و ن دو خط بازتاب عمود بر هم هستندA .يك نقطه ي دلخواه از شكل است  

 
ˆ ˆS(A) A O O ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆAOA O O O O O O (O O ) AOA
ˆ ˆS(A ) A O O

S(A) A OA OA
OA OA

( )

( )
S(A ) A OA OA




            

   
    


 




     

1 2
1 2 3 4 2 3 2 3

3 4 9

1

2

2 2 2 8 1




  18مركز دوران به زاويه  Oنتيجه مي گريم كه نقطة ) 2(و  )1(از  

  است.
  با توجه به جدول سؤال قبل مستطيل و لورزي همين خاصيت را دارند.

  ارن داشته باشد حتماً دواما سؤال اين است كه آيا اگر شكلي مركز تق
  محور بازتاب عمود برهم دارد؟ پاسخ با يك مثال نقض داده مي شود 

  اما محور بازتاب ندارد. 18متوازي الاضلاع مركز تقارن دارد يعني يك دوران با زاويه 

يك ندارد تا 3 تا 6 تا 8

يك يك تا 3 تا 6 تا 8

تا 2 يك تا 6تا 16 تا 12
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  تصوير آن ضلع بر وتر است. و وتر واسطة هندسي م الزاويه هر ضلع قائم در هر مثلث قائ

  قطعه هاي ايجاد شده روي وتر است. واسطة هندسي در هر مثلث قائم الزاويه ارتفاع وارد بر وتر 

  )رسقضيه فيثاغو (در هر مثلث قائم الزاويه مربع وتر با مجموع مربع هاي دو ضلع ديگر برابر است.

  در هر مثلث قائم الزاويه حاصل ضرب اضلاع قائمه با حاصل ضرب ارتفاع وارد بر وتر در وتر برابر است.
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  محل برخورد عمود منصف ها در هر مثلث قائم الزاويه وسط وتر است. پس مركز اين 
  دايره وسط وتر است. 

BAC  9 است و اندازه كمان مقابل آن اطي يك زاويه مح18 يعني وترBC ا به دو قسمت مساوي تقسيم دايره ر
  يعني قطر دايره است.مي كند، 

  پس هم اندازه اند. هستند ABاين دو زاويه محاطي هستند و هردو روبه رو به كمان 

محاطي روبه رو به قطر دايره است . Aزيرا زاوية 
BCD

Â


  18
2 2

 

AB

(BD R) 2
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  زاويه مكمل هم هستند.اين دو 
  حاطي است پس بنا بر قضيه زواياي مقابل مكمل هستند.م ABA'Cچهارضلعي راه اول : 
  راه دوم: 




   

BA C
Â

BA C BAC BA C BACˆ ˆA A
BAC

Â

ˆ ˆA A






         

 

 











362
2 2 2 2

2
18

 

                  

  است.R2طول قطر برابر با  

18

18 sin A

R2 R2
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a

a a a

a

a a
a a a

a a a

b c h

a

S bc
bc ah (bc) (ah ) b c a h

S a.h

b c b h c h
b c (b c )h b c b h c h

b c h b c h b c h h c b


 
  




  

  

       
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
2
1
2

1 1 1
 

x
x /x y / /

ysin sin sin y /
/ /

  

  
  







 

2 1 4162 96 5
21 5 3 45 14 7296 7 7

   
 

  

sin C B C B C
BC sin C

sin C

BC sin C sin /
AB AB /

sin(B C) /sin( )



 
     




 
 

3 5 3 5 1 97767 6

 2دو طرف به توان 

1 5
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a (c.sin A) (b c.cosA) c sin A b c cos A bc.cosA

b c (sin A cos A) bc.cosA

a b

b c b

c bc.c

c.

o

co

sA

sA

      

   





 

  

2 2 2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 2

1
2 2

2 2

2
2

2
2


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a (c.sin A) (b c.cosA) c sin A b c cos A bc.cosA

b c (sin A cos A) bc.cosA

a b

b c b

c bc.c

c.

o

co

sA

sA

      
   




 
  

2 2 2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 2

1
2 2

2 2

2
2

2
2



    a b c bc.cos a b c bc a b c         2 2 2 2 2 2 2 2 22 9 2   

a2

a2
ac.cosB2c2

ab.cosC2b2
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          ( )( )
16 2 2 12 8 2 2 2 6 2 16 2 12 2 12 4 122

sin C sin C
sin C sin C sin Csin         2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 2 2 64 31 66 4 3 2 3

2


  

( )2 2 ( )6 2 cos6 ( )26 2 ( )22 2

AC AB AC AB Acos

2

12 2 3

6
6

24

96

a cos

a a

      



 



      2 2 2

2
2 15 2 2 15 6 4 225 3

325 5 13
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ˆsin C / C
sin Csin





    



3155 13 15 3 32 72 466 5 13 2 13

BH BH
sin BH

AB
    3 15 36 2 15 2

BD DC

x x sin x x

x x (x )(x ) x , x

BD , DC





        

  



     



 

 



 

2 2 2 2

2
7 8 2 8 6 49 64 8

8 15 5 3 5 3
3 5

  DC CE  ضلاع است يعني دارد پس متساوي الا 6متساوي الساقين است و چون يك زاويه  DCEدرنتيجه مثلث 5

DE  پس : يك زاويه خارجي است  زاوية  DCEدرمثلث  .5         6 6 12 

AB km , BC / km         6 1 6 4 5 2 
AC cos

( )

AC ( )

AC

     

     

   

  

    

  

   

 

2 2 2

2

6 2 2 6 2 15
336 4 2 12 2

4 12 3 4 1 3 3
2 1 3 3

6 66

3
15

A

B
C

http://www.darsidl.ir/


٧٨

a (b c ) a ( )
b c AM AM

AB c , AC b , BC

A

a

M AM
     

     

    
2 2 2 22 2

4
2 2 36 16 6422 4 4

6 8

1

DC

DB

( ) ( )

AB AD DB AD.DB.cos

AB .DC DC.AD DC.DB DC.AD.DB.cos

AC AD CD AD.DC.cos( )

AC .DB DB.AD DB.DC DB.AD.DC.cos

AB .DC AC .DB DC.AD DC.

A BD:

( )

A CD:

( )

DC.AD DB D.













   

   

   

  

  



 

 

2 2 2

2 2 2

2 2

1 2

2

2 2 2

2 2 2 2

2
2

2
2

2
2

1

18 

B.cos DB.AD DB.D DB.AD.DC.cosC  2 2 2

BC BC

AB .DC AC .DB AD (DC DB) BD.DC(DC DB)

AB .DC AC .DB AD .BC DB.DC.BC

    

  





2 2 2

2 2 2

 

(

a

)

a

( )

a a
ACM:b ( ) AM m cos

a
b AM a.AM.cos ( )

a c
A BM:c ( ) AM m cos( )

a
c AM a.AM.cos ( )

a a
b c AM a.AM.cos AM a.AM.cos

a
b c AM








      

   

      

   

       





  

2 2 2

22 2

2 2 2

22 2

2 22 2 2 2

2

1 2

2 2 2

22 2
14

2 182 2
24

4 4
22


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a a a a a a a
c b AD a a (c b ) ( AD )

a
b c AD

a
DC DB , AC b , AB c

       

   

  

  



 



22 2 2 2 2 2

22 2 2

22 2 2 2 2 2 2
2

2

2

AB .DC AC .DB AD .BC DB.D

AB AC BC , AD , DB x , DC x

C.BC

( x) x x( x)

, DB DC

x

    

  
   

  

 





 

2 2 2

64 8 64 49 8 8 8
64

8

8

8 7

64 x 64

DB DC

x( x)

x x x x (x )(x )

x , x x DB , DC





   

        

    

  

 

8 2 2
49 8 8 8

64 49 8 8 15 3 5
3 5 3 5

 

 

6 66
x8
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 

 

AD EC , BE A E

AD EC , AC A C









1

2

با توجه به فرض مي توان نتيجه گرفت كه  E C .  

آن مثلث متساوي الساقين است.)متساوي الساقين است .( اگر در يك مثلث دو زاويه برابر باشند 

 مورب

 مورب

ق خطوط موازي

 ق خطوط موازي

AB BD
AC CD

 
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AC AD AD AD BD
BC BD BD BD BD

BD BD

      

    

5 5 8 13 7
8 8 8

8 7 56 56 35713 13 13 13

  ) هستند.ACزيرا اين دو زاويه هردو محاطي هستند و روبه رو به يك كمان ( كمان 

 اول تشابهق    

 
A A

A BD A E C
B E

 


 
 








1 2 
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AD.DEطع كرده اند بنا بر قضيه داريم :  درون دايره ق  Dيكديگر را در نقطة  BCو  AEدو وتر  DB.DC 

  پاره خط CAMدر مثلث  و AMBنيمساز زاويه  MQپاره خط  AMBدر مثلث 

 PM  نيمساز زاويهAMC : است.  پس داريم  

MB MCAM AQ AM AQ
MB QB MC QB AQ AP

PQ BC
QB PCAM AP

MC PC


 

  





 عكس ق تالس
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CD AC.BC AD.BD

BC BD BD BD DA
AC DA DA DA DA

DA BD

CD CD

  

 
    

    

    

 



2

2

1 1 4 14 7
4 4 4

28 2 7 2 514
4 1 2 5 3 3

 

  

راه اول : 

 

 

 
       

 

A AA D
A D A D D D

A D

A A DH DH

AD AD





 

      
  
 




 









 

1 21 1
1 1 2 2 1 2

2 2

1 2

9
9




هر نقطه روي نيمساز يك زاويه از دو ضلع آن زاويه به يك فاصله  راه دوم :
DHپس است . DH  
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b ch , h
s s
b c

     2 2 84 56 2 2 84 168
15 5 13 13

  مساحت برابر است با نصف حاصلضرب اضلاع قائمه :

S p(p a)(p b)(p C)

S ( ) ( ) ( )

S





   

      

       

12 12 1 12 9 12 5
12 2 3 7 36 14 1 6 14
      
     

 

S  24 6 14 
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S sin A sin A    1 153 52 2

sin A sin A A   15 15 33 62 4 2 

bc.sin A1
2

15
2 ( ) ( ) ( )     15 15 15 155 7 32 2 2 2

S     15 5 1 9 15 32 2 2 2 4
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BC AC AB AC.AB.cos A

BC BC

  

        

2 2 2

2

2
136 1 2 6 1 76 2 192  

S AC.AB.sin A S     1 1 36 1 15 32 2 2 

sin B sin A sin B
sin B sin B

b a
    

3
3 3 3 572

6 2 19 382 19

ABD

BCD

ABD

BCD

A

ABCD ABD BC

BCD

D

P

P

S

S S S

m

m

m

m

m

S

S

  

  

    

   









 

2

2

2

4 13 15 162
11 13 2 222

16 12 3 1 24
22 11 9 2 66
24 66 9





           
ABD

BCD

S AB.BD.sin sin sin
sin sin

S BC.BD.sin sin sin

        
  

   

 


    


1 1 1224 4 132 2 13
1 1 1266 11 132 2 13
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ABC

ABC

a a a a a
S (

a
AB AC BC

a )

a

(

P

) a

    

      
43 3 23 3 3 3 3

2 2 2 2 1

2

4

3

6

DAEمتساوي الساقين است پس  ADEتوجه به اين كه مثلث با   6  : در نتيجه  

BC AC AB AC.AB.cos A

BC BC

  

       

2 2 2

2

2
136 64 2 6 8 52 2 132

ABC ABC

ADE ADE ADE

BC

BCED ABC ADE

ED

S .AB.AC.sin A S

S

S a S S

S

S S

     

 

    

 







2 2

1 1 38 6 12 32 2 2
3 3 314 4 4

3 4712 3 34 4
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ABC

ABC

AOB

AO

ABC OAB OAC

C

BOC

OBC

P

S

S

S

S x x

x x

S S S

)

S

x ( /

  

    

   

   

   

       

  

 

5 6 7 92
9 2 3 4 6 6

1 6 3 92
1 5 2 52
1 772 2

7 7 26 6 9 5 6 6 14 6 6 14 22 2 7 

 

3ة دو زاويه ديگر هركدام ، انداز Cمتساوي الساقين است و با توجه به اندازة زاويه  BCDمثلث    خواهد بود . در اين مثلث

CHD  ،CDHقائم الزاويه در مثلث  يم.كنمي  را رسم  CHارتفاع   3  : در نتيجهCH  7
2 

BCD

BCD

ABD

ABD

ABD

ABD

S BD BD
BD BD

S sin

P

S ( )( )( )( )

S ( )( )( )( )

S ) )( )(

S

(



      
     

   

       

   









  

1 7 7
2 2 4 7 49 3 7 34 41 49 37 7 122 4
11 13 7 3 712 32 2

7 7 7 712 3 12 3 7 3 12 3 11 12 3 132 2 2 2
7 7 7 712 3 12 3 3 1 3 12 2 2 2

174 147 143144 1 34 4 14



( ),( )

ABCD ABD BCD

ABD

ABCD

sin A sin A

sin A sin

( )

S

A

SS S

A 

    

  

 

  

  

1 2

1 14311 132 2
143 143 33 62 4 2

143 49

2

943 3 34 4 4


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  :  توجه به خواص متوازي الاضلاع داريمبا 

ABCD ABC ABCDS S a b sin S a.bsin        12 2 2 

 bc

bc

(b c )

(b c )

A cos A bc.cos A bc.cos A

b c bc.cos A b c a b c





 







    



 

     
2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2

9   

 bc

bc

(b c )

(b c )

A cos A bc.cos A bc.cos A

b c bc.cos A b c a b c





 







    



 

     
2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2

9    

 bc

bc

(b c )

(b c )

A cos A bc.cos A bc.cos A

b c bc.cos A b c a b c





 







    



 

     
2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2

9   

      a b c a b c A

a , b , c

,     

 

 



2 2 2 2 2 2
9 6
81 136

1
9




 

a b c a b c

a , b , c

, A      

  

 2 2 2 2 2 281 8
9 4 8

9 
  

a b c a

a , b ,

c

c

, b A     





 

 2 2 2 2 2 2
17 15 8
289 289 9
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