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هندسهفـصـل 2

ترسیم های هندسی

استدلال و قضیۀ تالس

تشابه مثلث ها

انسان از بدو تولد ناگزیر به آشنایی با فضای هندسی 
و شکل های هندسی است و هندسه در طول تاریخ 
محیط  مسائل  حل  جهت  در  او  مشکل گشای 
پیرامونی اش بوده است. ساخت پل ها نمونه ای بارز 

از کارایی هندسه در زندگی روزمرهٔ انسان است.

درس اوّل

درس دوم

درس سوم

ان
فه

ص
ل، ا

ه پ
 س

ی و
س

�ل ��ل 2  ریا�ی (2)  پا� یازد�م
� �و�ش ��وه ریا�ی ا�تان �وز�تان

alireza
Stamp



فصل ٢    هندسه

26

انسان از دیرباز برای حل بسیاری از مسائل خود از ترسیم های هندسی کمک گرفته است.
دو قسمت  به  مستقیم  دیوار  با کشیدن یک  تنها  را  مثلث شکل  زمینی  بخواهیم  کنید  فرض 

هم مساحت تقسیم نماییم. چگونه می توان این کار را انجام داد؟ 

1 یک نقطهٔ ثابت در صفحه، مانند O را درنظر بگیرید و تمام نقاطی را که به فاصلهٔ ثابت 2 
سانتی متر از آن هستند درنظر بگیرید. این نقاط چه شکلی را تشکیل می دهند؟ 

ترسیم های هندسی

درس اوّل

فعالیت 

2 

O

2 یک دایره به مرکز O و به شعاع 2 سانتی متر بکشید و یک نقطهٔ دلخواه روی آن درنظر 
بگیرید. فاصلهٔ این نقطه تا مرکز دایره چقدر است؟ 

نتیجه: دایرهٔ C  (O,r) )بخوانید دایرهٔ C به مرکز O و به شعاع r( را درنظر بگیرید. هر نقطه 
که از نقطهٔ O به فاصلهٔ r باشد ……… دایره قرار دارد و هر نقطه که ……… دایره قرار دارد 

از نقطهٔ O به فاصلهٔ r است. 
٣ مانند آنچه برای نقاط روی دایره انجام داده شد، یک بار برای نقاط داخل دایره و یک بار 

برای نقاط بیرون دایره نتایج مشابهی به دست آورید. 

٤ خطی مانند d درنظر بگیرید. تمام نقاطی را که به فاصلهٔ 2 سانتی متر از خط d هستند 
مشخص کنید. این نقاط چه شکلی یا شکل هایی را تشکیل می دهند؟ 

٥ نقطهٔ P به فاصلهٔ ١ سانتی متر از خط d  1 قرار دارد. 
الف( تمام نقاطی را که به فاصلهٔ 2 سانتی متر از نقطهٔ P هستند، مشخص کنید. 

ب( نقاطی از خط d  1 را که به فاصلهٔ 2 سانتی متر از نقطهٔ P هستند، مشخص کنید. 

به شعاع ٤  و   A مرکز  به  بگیرید.  از هم درنظر  فاصلهٔ ٥ سانتی متر  به  را   B و   A نقاط   6
سانتی متر یک کمان رسم کنید و سپس به مرکز B و به شعاع ٣ سانتی متر کمانی دیگر رسم کنید 

تا دو کمان یکدیگر را در نقاطی مانند X  و Y قطع کند. 
الف( اندازهٔ اضلاع مثلث های AXB و AYB را مشخص کنید. 

ب( توضیح دهید که چگونه می توانید مثلثی به طول ضلع های داده شدهٔ ٤ و ٥ و ٧ رسم کنید. 

P

O

C

r

A

 دایره اى به شعاع 2
سانتى متر

دو سانتى متر است 

روىروى

 سوال 3) در دایره             هر نقطه که فاصله آن از نقطۀ      کمتراز     باشد درون دایره قرار
.دارد و هر نقطه که درون دایره قرار داشته باشد فاصله آن نقطه از نقطه    کمتر از     است

 در دایره             هر نقطه که فاصله آن از نقطۀ    بیشتراز   باشد بیرون دایره قرار دارد و هر نقطه
 که بیرون دایره قرار داشته باشد فاصله آن نقطه از نقطه     بیشتر از     است

 دو خط موازى خط    به
 فاصله 2 سانتى متر از خط

d
d

C(o,r)or
or

o C(o,r)r
or

 نقاط    و     را به فاصله 7سانتى متر از هم درنظر مى گیریم. به مرکز    و به شعاع 4 سانتى متر 
 یک کمان رسم مى کنیم و سپس به مرکز    و به شعاع 5 سانتى متر کمانى دیگر رسم مى کنیم دو

کمان یکدیگر را در نقاطى مانند    و     قطع مى کنند. دومثلث         و          پدید مى آید

ABA
B

CDACBADB

یک میانه زمین مثلث شکل را رسم کنیدزمین به دو قسمت با مساحت مساوى تقسیم مى شود
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 برخی خواص عمود منصف و ترسیم آن

١ــ در شکل مقابل پاره خط AB و عمودمنصف آن مشخص شده اند. نقطه ای دلخواه مانند 
W روی عمودمنصف AB درنظر بگیرید و نشان دهید W از دوسرِ AB به یک فاصله است. 

پاره خط  آن  سر  دو  از  پاره خط  یک  عمودمنصف  روی  نقطه  هر  نتیجۀ١: 
.……………

 AB W از دوسر  به گونه ای قرار دارند که  W مانند شکل مقابل  نقطهٔ  AB و  پاره خط  2ــ 
به یک فاصله است )یعنی AW = BW(. نشان دهید W روی عمودمنصف AB قرار دارد. 
)راهنمایی: از W به A و B و به وسط AB وصل کنید و با استفاده از هم نهشتی مثلث ها 

نشان دهید W روی عمودمنصف AB قرار دارد.(

نتیجۀ ٢: هر نقطه که از دوسر یک پاره خط به فاصلهٔ یکسان باشد ….....……… 

1 نقطهٔ P در صفحه مشخص شده است. چند خط می توانید رسم کنید که از نقطهٔ P عبور 
نمایند؟ 

2 دو نقطهٔ A و B در صفحه مشخص شده اند. چند خط متمایز می توانید رسم کنید که از 
هر دو نقطهٔ A و B عبور نمایند؟ 

٣ به نظر شما برای اینکه یک خط مشخص شود حداقل چند نقطه از آن باید مشخص شده باشد؟ 

فعالیت

 رسم عمود منصف یک پاره خط داده شده

می خواهیم عمودمنصف پاره خط AB را رسم کنیم. 
١ــ دهانهٔ پرگار را بیش از نصف طول AB باز کنید و یک بار به مرکز نقطهٔ A و بار دیگر به 
همان شعاع و به مرکز B کمان بزنید تا دو کمان یکدیگر را در نقاطی مانند P و Q قطع کنند. 

2ــ آیا نقاط P و Q نقاطی متعلق به عمودمنصف AB هستند؟ چرا؟ 
٣ــ آیا با داشتن نقاط P و Q می توان عمودمنصف AB را مشخص کرد؟ چرا؟ 

٤ــ حال عمودمنصف AB را رسم کنید. 

به یک فاصله است

روى عمود منصف آن پاره خط قرار دارد

ABHنقطه وسط      را     مى نامیم

بیشمار خط مى توان رسم کرد

فقط یک خط عبور مى کند
حداقل دو نقطه از خط باید مشخص شود

ABبله - چون از دو سر پاره خط     به یک فاصله هستند

 بله - چون براى رسم هر خط دو نقطه لازم است

از )١( و )2( نتیجه می گیریم: هر نقطه که روی عمودمنصف یک پاره خط باشد 
دوسر آن پاره خط ………….......………به یک فاصله باشد  از دوسر آن پاره خط ………….......………به یک فاصله است و هر نقطه که از 

روی عمودمنصف آن پارهخط قرار دارد.  

alireza
Stamp



فصل ٢    هندسه

28

 رسم خط عمود بر یک خط، از نقطه ای غیر واقع بر آن

خط d و نقطهٔ P مانند شکل داده شده اند. می خواهیم خطی رسم کنیم که از نقطهٔ P بگذرد و 
بر خط d عمود باشد. 

١ــ به کمک پرگار نقاطی مانند A و B را بر خط d به گونه ای بیابید که از نقطهٔ P به یک فاصله 
باشند. 

2ــ عمودمنصف پاره خط AB را رسم کنید.
٣ــ آیا عمودمنصف پاره خط AB از نقطهٔ P می گذرد؟ چرا؟ 

عمودمنصف پاره خط AB بر خط d ………… و از نقطهٔ ………… . 

 برخی خواص نیمساز و ترسیم آن

١ــ در شکل مقابل نیم خط Ow نیمساز زاویهٔ vOu است. فرض کنید P یک نقطهٔ دلخواه 
روی Ow باشد. ثابت کنید فاصلهٔ نقطهٔ P از دو ضلع زاویهٔ vOu یکسان است. )یعنی اگر از 

نقطهٔ P عمودهایی بر Ov و Ou رسم کنیم، طول آنها باهم برابر است.( 

 رسم خط عمود بر یک خط، از نقطه ای روی آن

 M روی آن مانند شکل مشخص شده اند. می خواهیم خطی رسم کنیم که از M ٔو نقطه d خط
بگذرد و بر خط d عمود باشد. 

١ــ به کمک پرگار نقاطی مانند A و B بر خط d بیابید که AM  =MB باشد. 
2ــ عمودمنصف پاره خط AB را رسم کنید. 

٣ــ عمودمنصف پاره خط AB خطی است که بر خط d ………… و از نقطهٔ ………… .

 رسم خط موازی با خط داده شده از نقطه ای غیر واقع بر آن

 P ٔمانند شکل مقابل داده شده اند. می خواهیم خطی رسم کنیم که از نقطه P ٔو نقطه d خط
بگذرد و با خط d موازی باشد. 

١ــ خط d 1 را به گونه ای رسم کنید که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط d عمود باشد. 
2ــ خط d 2 را به گونه ای رسم کنید که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط d 1 عمود باشد. 

٣ــ خط d 2 نسبت به خط d چه وضعیتی دارد؟ چرا؟ )خط d 1 را مورب درنظر بگیرید( 

نتیجه١: هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از دو ضلع آن زاویه …………….

مى گذردعمود M

 یک دایره به مرکز   و شعاع بیشتر از فاصله نقطه   از خط    مى زنیم نقاط برخورد این دایره و
خط    همان     و    هستند

Pd
dAB

P

 سوال3) بله - چون فاصله این نقطه از
دو سر پاره خط به یک فاصله است

مى گذردعمود P

M

فاصله یکسان دارد

و داریمOPOچون نیمساز       زاویه     است پس

M  rdABAM=MB=rبه مرکز      و شعاع دلخواه    دایره اى رسم مى کنیم محل برخورد خط    و دایره را    و      مى نامیم . در نتیجه داریم -1

توضیح رسم عمود منصف در صفحه قبل داده شده است

 این دو خط موازى هستند.(        ) - فرض مى کنیم خط     مورب است و دو خط   و   را در نقاط     و    قطع مى کند. تمام زوایه هاى ایجاد شده توسط
 .این خط مورب برابر 90 درجه است چون          و            پس طبق عکس قضیه خطوط موازى و خط مورب این دو خط با هم موازیند

d1 d2 dP

M.
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2ــ در شکل مقابل فاصلهٔ نقطهٔ P از دو ضلع زاویهٔ vOu یکسان است. نشان دهید که نقطهٔ 
P روی نیمساز زاویه قرار دارد. 

راهنمایی: پاره خط OP را و دو عمود از نقطهٔ P بر Ou و Ov رسم کنید و با استفاده از 
هم نهشتی مثلث ها نشان دهید OP همان نیمساز زاویهٔ  uOvاست.()

روی  باشد،  یکسان  فاصلهٔ  به  زاویه  یک  ضلع  دو  از  که  نقطه  هر   :٢ نتیجه 
 .……………………

٣ــ رسم نیمساز یک زاویه 
الف( زاویهٔ uOv را درنظر بگیرید. به مرکز O و به شعاع دلخواه کمانی رسم کنید تا نیم خط های 

Ou و Ov را در نقاطی مانند P و Q قطع کند. 

ــ طول پاره خط های OP و OQ نسبت به هم چگونه اند؟ 
ب( دهانهٔ پرگار را کمی بیش از نصف طول پاره خط PQ باز کنید و یک بار به مرکز P و بار 
دیگر به مرکز Q کمانی رسم کنید تا دو کمان مانند شکل یکدیگر را در نقطه ای مانند W قطع 

کنند. طول پاره خط های PW و QW نسبت به هم چگونه اند؟ 
پ( پاره خط های WO، WP و WQ را رسم کنید. دو مثلث OPW و OQW نسبت به هم 

چگونه اند؟ چرا؟ 
ــ اندازهٔ زاویه های POW و QOW نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ 

ــ پاره خط OW …………… زاویهٔ uOv است.

از )١( و )2( نتیجه می گیریم: هر نقطه که روی ……… یک زاویه قرار داشته 
باشد، از ………………………… و هر نقطه که از دو ضلع یک زاویه به 

یک فاصله باشد، روی …………… آن زاویه قرار دارد. 

 A ٔمطابق شکل داده شده اند. نقطه ای بیابید که از دو نقطه CD و AB 1 الف( دو پاره خط
و B به یک فاصله باشد و از دو نقطهٔ D و C نیز به یک فاصله باشد.

ب( نقطهٔ موردنظر در قسمت )الف( را O می نامیم. اگر نقطهٔ O روی عمود منصفِ پاره خط 
 ABCD OA باشد، رأس های چهارضلعی  O و به شعاع  به مرکز  G دایره ای  BC باشد و 

نسبت به دایرهٔ G چه وضعیتی دارند؟ چرا؟

تمرین

A

D C
B

نیمساز آن زاویه است

نیمساز

دو ضلع آن به یک فاصله است

نیمساز

OP=OQ=r1

QW=PW=r2

OP=OQ , PW=QW , OW=OWOPWOQWپس بنا به حالت برابرى سه ضلع دو مثلث           و             هم نهشت هستند

نیمساز
با هم برابرند.زیرا دو مثلث همنهشت هستند

جواب تمام تمرینات در صفحات بعد

 بنا به حالت وتر و یک ضلع
زاویه قائمه
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2 مثلثی دلخواه رسم کنید و آن را ABC بنامید. عمودمنصف های دو ضلع این مثلث را 
رسم کنید و نقطهٔ برخورد آنها را O بنامید. به مرکز O و به شعاع OA یک دایره رسم کنید. 

نقاط B و C نسبت به این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟
3 مثلثی دلخواه رسم کنید و آن را ABC بنامید. نیمسازهای دو زاویهٔ این مثلث را رسم 
کنید و نقطهٔ برخورد آنها را O بنامید. از نقطهٔ O بر سه ضلع مثلث عمود رسم کنید و پای یکی 
 ABC دایره ای رسم کنید. اضلاع مثلث OH و به شعاع O بنامید. به مرکز H از عمودها را

نسبت به این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟
4 فرض کنید نقطهٔ A به فاصلهٔ 4 سانتی متر از خط d باشد. روش رسم هریک از مثلث های 

زیر را توضیح دهید.
الف( مثلثی متساوی الساقین که A یک رأس آن و قاعدهٔ آن بر خط d منطبق باشد.

ب( مثلثی که شرایط )الف( را داشته باشد و طول ساق آن 6 سانتی متر باشد.
پ( مثلثی رسم کنید که شرایط قسمت )الف( را داشته باشد و مساحت آن 8cm2 باشد.

A

d

جواب تمام تمرینات در صفحات بعد
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92صفحه   -  3تمرین فصل 

    : 1تمرین  

 است.CDو  ABپاره خط های  دو نقطه ی مورد نظر محل برخورد عمود منصف الف( 

OAاست پس: ABروی عمود منصفOچون      قرار خواهند داشت. زیرا :  Gروی دایره A,B,C,Dچهار نقطه  ب( OB       (1) 
OCاست پس: CDروی عمود منصفOچون OD      (2)              چونOروی عمود منصفBC :است پسOC OB      (3) 

OA( خواهیم داشت:3(،)2(،)1روابط) پس طبق OB OC OD  چون شعاع دایره برابر وOA دایرهنقطه روی  4است پس حتماGقرار خواهند داشت.

-------------------------------------------------- 

OAاست پس: ABروی عمود منصفOچون    : 9تمرین  OB       (1)         چونOروی عمود منصفAC :است پسOC OA      (2)
OA(خواهیم داشت: 2(،)1پس طبق روابط ) OB OC    چون شعاع دایره برابرOA  دایره قرار خواهند داشتاست پس حتما سه نقطه روی.

--------------------------------------------------

   : 3تمرین 

OHاست پس: Aنیمساز زاویهروی Oچون OE       (1)                   چونO نیمساز زاویهرویB  :است پسOH OF      (2) 
OH(خواهیم داشت: 2(،)1پس طبق روابط ) OE OF   چون شعاع دایره برابرOH اط است پس حتما نق E,F دایره قرار خواهند داشتروی.

  مماس بر دایره هستند.ABCدر نتیجه اضلاع مثلث 
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92صفحه     -   ب

: 4تمرین 

 زیرا:  همان نقاط دیگر رأس های مثلث است dمحل برخورد این دایره با خط  می زنیمباشد(  4بیشتر از )rو شعاع Aدایره ای به مرکزالف( 

AC AB r 

6rو شعاع Aب( دایره ای به مرکز   می زنیم محل برخورد این دایره با خطd  6زیرا:  های مثلث استهمان نقاط دیگر رأسAC AB 

سانتی متر مربع باشد  8است و این فاصله همان ارتفاع مثلث است ، اگر بخواهیم مساحت این مثلث  4برابر  dاز خط A( چون فاصله عمودی نقطهپ
 در نتیجه طبق قضیه فیثاغورث داریم :  باشد. 4برابر dروی خط Cو Bسانتی متر باشد یعنی فاصله دو نقطه  4باید قاعده آن 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) (4) (2) 16 4 20 20AB AH BH r r          
20ACزیرا:  همان نقاط دیگر رأس های مثلث است dبزنیم و محل برخورد این دایره با خط  20بنابراین اگر دایره ای به شعاع  AB   این

1        می شود. 8که مساحت آن همان مثلثی است  (4)(4) 8
2ABCS  
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درس دوم   استدلال و قضیۀ تالس

٣١

  نسبت و تناسب

در پایه های قبل با دو مفهوم نسبت و تناسب و برخی خواص ابتدایی آنها آشنا شده اید. می دانیم که هر دو نسبت مساوی یک تناسب 
تشکیل می دهند. 

می دانیم که اگر یک مقدار ثابت را با دوطرف یک تساوی جمع و یا تفریق کنیم، تساوی دوباره برقرار خواهد بود. همچنین اگر دوطرف یک 
تساوی را در یک مقدار ضرب کنیم یا به یک مقدار غیرصفر تقسیم نماییم، تساوی برقرار می ماند. با توجه به این مطلب هریک از خواص 

زیر را به راحتی می توان ثابت کرد. 

1 با فرض اینکه تمام مخرج ها مخالف صفرند و با توجه به نکات گفته شده در بالا هریک از موارد زیر را ثابت کنید. 
a )الف c

ad bc
b d

= ⇒ = )طرفین وسطین(  

a )ب c
ad bc

b d
= ⇒ = تبدیل حاصل ضرب به تناسب(   (

a )پ c b d
b d a c

= ⇒ = )معکوس کردن تناسب(  

 )ت 
c d
a ba c

b d a b
c d

 == ⇒ 
 =

)تعویض جای طرفین با وسطین(  

 )ث 
a b c d

b da c
b d a c

a b c d

+ +== ⇒ 
 = + +

)ترکیب نسبت در صورت یا مخرج( 

راهنمایی: در قسمت )ث( برای اثبات اولین تناسب به دو طرف تساوی عدد ١ را اضافه کنید و برای اثبات تناسب دوم ابتدا کسرها را 
معکوس نمایید، سپس به دو طرف عدد ١ را اضافه کنید. 

 )ج 
a b c d

b da c
b d a c

b a d c

− − == ⇒ 
 = − −

)تفضیل نسبت در صورت یا مخرج(

کار در کلاس

استدلال و قضیۀ تالس

درس دوم

راه دوم قسمت دوم ث

راه دوم قسمت دوم ج
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فصل ٢    هندسه

راهنمایی: در قسمت )ج( برای اثبات اولین تناسب از دو طرف تساوی عدد ١ را کم کنید و برای اثبات تناسب دوم ابتدا کسرها را معکوس 
کرده، سپس از دوطرف عدد ١ را کم کنید. 

2 با توجه به خواص اثبات شده در ١ موارد زیر را کامل کنید. 

= )الف ⇒ × = ×5 15
5 15

14 42
         =15×              

× )ب = × ⇒ =3 12
3 40 12 10

= )پ ⇒ =7 21 10

10 30 7

=, )ت  ⇒ = =6 18 6 33
11 33 18 11

=, )ث ⇒ = =4 10 18 4
14 35 14 18

=−, )ج ⇒ = =
−

5 10 7 5
12 24 12 7

سد باغکل ــ شهرستان خوانسار ــ استان اصفهان

42 14

10 40
30
21
11
33

18
6

10+35
35

35
10+35

-14
24

10
14
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درس دوم   استدلال و قضیۀ تالس

٣٣

استدلال، قضیۀ تالس و تعمیم آن

در شکل مقابل داریم: D1E1||BC و D2E2||BC و D3E3||  BC. این اطلاعات را می توان 
i≤ ≤1 3 به این صورت نشان داد: DiEi||BC برای 

ــ اندازهٔ  پاره خط های زیر را با خط کش مشخص کرده و در کسرها جایگزین کنید و نسبت های 
برابر در ستون های متمایز را مشخص نمایید.

AD

D B
1

1

AE

E C
1

1

AD

D B
2

2

AE
E C

3

3

AD
D B

3

3    

AE
E C

2

2

ــ اگر پاره خط DE مانند شکل روبه رو موازی ضلع BC از مثلث ABC باشد، حدس می زنید 
نسبت کدام پاره خط ها با هم برابر باشند؟

____ = ____ 

آیا می توان نتیجه گرفت اگر خطی موازی یکی از اضلاع مثلث رسم شود، همواره تساوی 
مشابه بالا برقرار است؟

در سال های قبل دیدید که نمی توان به درست بودن نتیجه ای که بر اساس مشاهدهٔ چند مورد 
به دست آمده باشد، مطمئن بود.

این نوع از استدلال که در آن با مشاهده و بررسی یک موضوع در چند حالت،  نتیجه ای 
کلی از آن گرفته می شود؛یعنی »از جزء به کل می رسیم«، استدلال استقرایی نامیده 

می شود.

D1

D2

D3

E1

E2

E3

A

B

C

A

D

B C

E

در ریاضیاتی که    تاکنون خوانده اید، با مواردی از استدلال های استنتاجی مواجه شده اید. در ادامه 
با استدلال استنتاجی، نتیجه ای را که با استدلال استقرایی به دست آوردیم، ثابت خواهیم کرد.

پایهٔ  بر  منطقی  نتیجه گیری  اساس  بر  که  است  استدلالی  استنتاجی،  استدلال 
واقعیت هایی که درستی آنها را پذیرفته ایم، بیان می شود.

اندازه ها به میلیمتر است

= ____ 

= ____ 

= ____ 

= ____ 

= ____= ____ 

12
24

10
20

25
15

21
5

34
8

15
9

AD

DB
AE

EC

بله
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فصل ٢    هندسه

اگر فرض و حکم یک قضیه را جابه جا کنیم، آنچه حاصل می شود، »عکس قضیه« 
است. عکس یک قضیه می تواند درست یا نادرست باشد.

در مثال های زیر قضیه و عکس آن آمده است.
مثال ١: 

نصف  را  یکدیگر  قطرهایش  آنگاه  باشد،  متوازی الاضلاع  چهارضلعی  یک  اگر  قضیه: 
می کنند.

عکس قضیه: اگر در یک چهارضلعی قطرها یکدیگر را نصف کنند، آنگاه آن چهارضلعی 
متوازی الاضلاع است.

مثال ٢: 
قضیه: اگر دو ضلع از یک مثلث با هم برابر باشند،   آنگاه ارتفاع های وارد بر آن دو ضلع نیز 

با هم برابرند.
AB =AC:فرض

′  BH=CH:حکم

عکس قضیه: اگر دو ارتفاع از یک مثلث با هم برابر باشند،  آنگاه اضلاع نظیر به آن ارتفاع ها 
نیز با هم برابرند.

′  BH=CH:فرض

AB =AC:حکم

مثال 3: در قضیهٔ تالس فرض و حکم به صورت زیر است.
DE || BC :فرض

AD AE
DB EC

= حکم: 

در شکل پاره خط PQ موازی با ضلع BC است. درستی یا نادرستی هر عبارت را مشخص 
کنید.

AQ )الف PQAP
PB QC BC

= =  )ب   
AQ PQAP

AB AC BC
= =

QCPB )پ
AP AC

= QC )ت     PQPB
AB AC BC

= =

QCPB )ث
AB AC

= AB )ج      AC BC
AP AQ PQ

= =

کار در کلاس

A

D

B

C

E

A

B C

HH ′

P

B

Q

C

A

درست

درست درست

نادرست

نادرست نادرست
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٣٧

با توجه به آنچه گفته شد، فرض و حکم عکس قضیهٔ تالس را بنویسید.
فرض: 
حکم: 

به عبارت دیگر عکس قضیه تالس می گوید هرگاه پاره خط DE مانند شکل پاره خط های AB و AC را به گونه ای قطع کرده باشد که داشته 
، در این صورت پاره خط DE موازی پاره خط BC است. به نظر شما عکس قضیه تالس درست است یا نه؟ کمی  AD AE

DB EC
= باشیم 

بعد به بررسی این مسئله خواهیم پرداخت.
برای نوشتن عکس قضیه، قسمت اصلی فرض با حکم جابه جا می شود و قسمت هایی از فرض ممکن است هم در قضیه و هم  معمولاً 

درعکس آن ثابت باشند؛ مثلاً در مثال قبل مثلث بودن ABC هم در خود قضیه و هم در عکس آن جزء مفروضات است.

 برهان خلف

برهان  آن استفاده می شود،  از  از استدلال که در مسائل ریاضی و هندسی  نوعی 
به طور مستقیم  اینکه  به جای  برهان خلف  برهان خلف است. در  یا  غیر مستقیم 
از فرض شروع کنیم و به درستی حکم برسیم، فرض می کنیم حکم درست نباشد 
)فرض خلف( و به یک تناقض یا به یک نتیجهٔ غیرممکن می رسیم و به این ترتیب 

فرض خلف باطل و درستی حکم ثابت می شود.

B )حکم( ⇒ A )فرض( :مسئله
اثبات به روش برهان خلف:

A

B






و⇒ … ⇒ … ⇒ … ⇒
درست

نادرست استدلال، منطق و حقایق

A    1 درست نیست
2    تناقض منطقی

پس نتیجه می گیریم حکم B درست است، زیرا در صورت نادرستی B طبق 
استدلال فوق به یکی از نتایج 1 یا 2 می رسیم که هیچ کدام نمی تواند اتفاق 

بیفتد.

n∈ و n2 عددی فرد باشد، آن گاه n نیز عددی فرد است. مثال: اگر 
حل:

با استفاده از برهان خلف فرض کنیم حکم مسئله نادرست باشد؛ یعنی n عددی فرد نباشد؛ بنابراین n عددی زوج خواهد بود و می توان 

DE || BC

AD  AE   DB EC      =

عکس نقیض
برهان خلف

غیر مستقیم
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فیلدز1نگرفته است«. در این صورت شما برای رد ادعای او چه می توانید بگویید؟ اگر شما حتی یک فرد ایرانی را که مدال فیلدز گرفته است، 
برای او مثال بزنید، در این صورت ادعای او باطل شده است و در واقع شما با استفاده از یک مثال نقض، ادعای او را باطل کرده اید.

با دقت در ادعای مطرح شده خواهیم دید که کلمهٔ »هیچ« در این حکم باعث می شود که این ادعا یک حکم کلی برای تمام اعضای یک 
مجموعه )که در اینجا مجموعهٔ افراد ایرانی است( باشد. بنابراین در این مورد نیز آوردن یک مثال نقض کافی است تا آن حکم رد شود و 

به عبارتی غلط بودن آن حکم اثبات گردد.

در ادامه نمونه هایی از حکم های کلی آمده اند.
الف( همهٔ اعداد اول فردند. )حکم کلی دربارهٔ تمام اعداد اول(

ب( »در هر مستطیل اندازهٔ قطرها باهم برابر است.« )حکم کلی دربارهٔ تمام مستطیل ها(
پ( »به ازای هر عدد طبیعی n، مقدار عبارت n2+n  +41 عددی اول است.« )حکم کلی در مورد تمام اعداد طبیعی(

دربارهٔ درستی یا نادرستی حکم »الف« چه حدسی می زنید؟ چگونه می توانید حدس خود را ثابت کنید؟
نادرستی  یا  دربارهٔ درستی  نقض رد می شود.  مثال  ارائهٔ همین  با  »الف«  کلی  بنابراین حکم  و زوج است.  اول  که 2 یک عدد  می دانیم 

حکم های »ب« و »پ« چه حدس هایی می زنید؟ آیا می توانید برای آنها مثال نقض بیاورید و آنها را باطل کنید؟
اگر برای یک حکم کلی نتوانیم مثال نقض ارائه کنیم، دربارهٔ درستی یا نادرستی آن حکم چه می توان گفت؟ آیا در این حالت درستی حکم 

را باید پذیرفت؟
 برای قسمت )ب( مثال نقض وجود ندارد؛ اما این برای پذیرش این حکم کافی نیست و باید توجه کرد که »برای نشان دادن درستی یک 

حکم کلی باید آن را اثبات کنیم«.
دربارهٔ گزینهٔ )پ( چه می توان گفت؟

اگر درستی یا نادرستی یک حکم کلی بر ما مشخص نباشد و برای رد آن، مثال نقض نیز نتوانیم ارائه دهیم، نمی توان دربارهٔ درستی یا 
نادرستی آن حکم کلی نتیجه ای گرفت.

تمرین

1 در شکل مقابل مساحت مثلث قائم الزاویهٔ ABC را به دو روش محاسبه کنید و از تساوی دو 
عبارت به دست آمده برای مساحت مثلث، یک تناسب به دست آورید.

A

H
B C

١ــ مدال یا نشان فیلدز )Fields medal( جایزه ای است که به ابتکار ریاضی دان کانادایی جان چارلز فیلدز هر چهار سال یک بار به ریاضی دانان جوان )کمتر از چهل سال( که کار ارزنده ای 
در ریاضی انجام داده باشند تعلق می گیرد. از آنجا که در رشتهٔ ریاضی جایزهٔ نوبل اهدا نمی شود، این جایزه را »نوبل ریاضیات« می خوانند. در سال 2014 نشان فیلدز به ریاضی دان ایرانی خانم 
مریم میرزاخانی تعلق گرفت. گفتنی است که میرزاخانی اولین زنی در دنیاست که موفق به گرفتن این نشان شده است. البته با تأسف تمام موقع تدوین کتاب خبر درگذشت ایشان، جهان علم و 

جامعهٔ ایرانی را سخت متأثر ساخت، روانش شاد

 مثال نقض: عدد 2 اول زوج است
نادرست است

 براى مثال نقض اگر جاى    عدد 41 یا هر مضرب 41 را
قرار دهیم. خواهیم داشت

n
پس دیگر عبارت عدد اول نیست43*41=(41+2)41=2+41+41 41
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4١

a را به دست آورید.
b

2 در هر مورد، مقدار عددی نسبت 

a )الف b
a b

=
+ +10 8

a )ب  b
a b

+ +=
+ +

3 10 3 7

10 2 7 2

٣ ثابت کنید در هر مثلث پاره خطی که وسط های دو ضلع مثلث را به هم وصل کند، با ضلع سوم موازی و مساوی نصف آن است.

4 در شکل مقابل  PQ   ||BC است. طول پاره خط های AP و PQ را به دست آورید.

٥ در شکل مقابل  ST   ||BC است. مقادیر x و y را به دست آورید.

AS BT
SD TC

= 6 در ذوزنقه مقابل AB   ||ST   ||DC است. ثابت کنید: 
)راهنمایی: یکی از قطرها را رسم کنید.(

٧ در هر مورد با عوض کردن جای فرض و حکم عکس آنچه را داده شده است، بنویسید. 
الف( اگر در مثلثی سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاویه نیز برابر خواهند بود.

ب( اگر در یک چهارضلعی اضلاع روبه رو موازی باشند، در این صورت زوایای مقابل با هم برابرند.
پ( اگر رأس های یک چهارضلعی روی یک دایره قرار داشته باشند، در این صورت زوایای مقابل آن چهارضلعی مکمل اند.

ت( در یک مثلث اگر دو ارتفاع نابرابر باشند، »ضلع متناظر به ارتفاع بزرگ تر« کوچک تر است از »ضلع مقابل به ارتفاع کوچک تر«. 
)راهنمایی: شکل بکشید و به زبان ریاضی بنویسید(

٨ با برهان خلف ثابت کنید نمی توان از یک نقطهٔ غیرواقع بر یک خط، دو عمود بر آن خط رسم کرد.
9 هر یک از حکم های کلی زیر را با یک مثال نقض رد کنید.

الف( هیچ عدد اولِ بزرگ تر از 127 وجود ندارد.                          ب( مساحت هر مثلث از مساحت هر مربع بیشتر است.
پ( در هر مثلث اندازهٔ هر ضلع از اندازهٔ هر ارتفاع بزرگ تر است.      ت( در هر مثلث میانه و عمودمنصف متناظر به هر ضلع برهم منطبق اند.

A

T

S

B
C

4

8

6

6

y +3 3

x +4 1

A

S T

D

B

C

A

P Q

B C
9

3

2

6

حل تمرینات در صفحات بعدى
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04و  04صفحه  -الف 

 04و  04صفحه   -  3تمرین فصل 

: 4تمرین  

1
1 12
2 21

2

ABC

ABC

S AB AC

AB AC AH BC AB AC AH BC

S AH BC

 


       
 


-------------------------------------------------- 

: 2تمرین 

       
10 8

8a b
a a

a b
b

 
  10b ab 

10 58 10
8 4

a a
a b

b b
      الف( 

3 10 3 7
10 2 7 2

21 6a a
b

a
b

a

b

 
 

 
70 20 30 70b b   6ab

1014 21 14 30 20 7 10
7

a
a a a b b a b

b
         (ب 

-------------------------------------------------- 

. در نتیجه داریم: باشد ACوسط ضلعNو ABضلع  وسط Mرا چنان در نظر می گیریم که ABCمثلث   : 3تمرین 

2 2
AC AB

AN NC , AM MB   

MN BC   1   طبق عکس قضیه تالس 1AM AN AM AN
,

MB NC MB NC
    

(1)      1 1 12 2
2 2 2

AB AC

AM AN AM AN
,

AB AB AC AB AB AC
      

(2)AM AN MN

AB AC BC
  نتیجه قضیه تالسطبقMN BC

  1 1
2 2

MN
MN BC

BC
      ( 2( و )1:طبق روابط )

-------------------------------------------------- 

2 : 0تمرین  6 2 4
6 3 3

AQAP AP
AP AP

BP QC


      طبق قضیه تالسPQ BC

2 9 2 18
2 3 9 5 5

AQ PQ PQ
PQ PQ

AC QC


      


PQطبق قضیه تالس BC

-------------------------------------------------- 

AS : 5تمرین  AT ST

AB AC BC
 طبق قضیه تالسST BC

3 38 24 72 36 36
12 3 9

3636 24

8 6 32 8 72
12 4 1

6432 72 8 32 64 2
32

72 36 3
12

yAS AT
y y

AB AC y

y y y y

AS ST
x

AB BC x

x x x x
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04و 04صفحه     -   ب

: 6تمرین 

 می نامیم.Mرا  STبا خطACرا رسم می کنیم نقطه برخورد قطر ACقطر

 (1)AS AM

SD MC
 طبق قضیه تالسADC : SM DC 

(2)AM TB

MC CT
  عکس تناسبMC CT

AM TB
  طبق قضیه تالسCAB : AB MT 

AS TB

SD CT
 ( 2( و )1:طبق روابط )

-------------------------------------------------- 

     : 7تمرین 
 .نیز برابر خواهند بود ضلعبرابر باشند، آنگاه سه  زاویهالف( اگر در مثلثی سه 

 ب( اگر در یک چهارضلعی زوایای مقابل برابر باشند آنگاه در این صورت اضلاع روبه رو موازی هستند.
 هستند. رأس های آن چهارضلعی روی یک دایرهباشند آنگاه در این صورت  مکملپ( اگر در یک چهارضلعی زوایای مقابل 

 ضلع کوچکتر است.به به ضلع بزرگتر کوچکتر از ارتفاع متناظر ت( اگر در یک مثلث دو ضلع نابرابر باشند، آنگاه ارتفاع متناظر 

-------------------------------------------------- 

: 8تمرین 

 عمود هستند.  dبر LوLدو خط  dخارج خط  Pفرض می کنیم از نقطه)فرض خلف ( 
 لذا داریم: هستندو چون عمود . قطع می کنندBوAرا در دو نقطه  d، خطLوLپس هر دو خط

90 90ˆ ˆA , B 

90 90 180 180
ˆ ˆP

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆABP : A B P P A B P P A B P


             

 است. پس فرض غلط است. 180این متناقض با این است که مجموع زاویه های داخلی

-------------------------------------------------- 

     : 9تمرین 
 بزرگتر است. 121از عدد اول است و  211الف( 

1 ب(  2 3 3
2EFGS          2و 2 4ABCDS       

EFG ABCDS S 

 ت(  پ(
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Stamp
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٤6

فصل ٢    هندسه

A

B
C D

E

5

15

C

BA

C ′

A′ B ′

٤ بر دیوار یک کمپ نظامی نورافکنی به ارتفاع 60 متر )مانند شکل( 
قرار گرفته است. فردی که در طرف دیگر رودخانه است، می خواهد فاصلهٔ 
خود را تا پایهٔ نورافکن محاسبه کند. برای این کار چوبی به طول یک متر 
را روی زمین قرار می دهد و مشاهده می کند که طول سایهٔ چوب برابر 5 متر 

است. فاصلهٔ این مرد تا پای نورافکن چقدر است؟

و  محیط ها  نسبت  می کنید.  مشاهده  قائم الزاویه  مثلث  دو  مقابل  شکل  در   ٥
مساحت های آنها را به دست آورید.

AB باشد. حال  AC BC
K

A B A C B C
= = =

′ ′ ′ ′ ′ ′
6 دو مثلث متشابه ABC و ′   A′B′C را با نسبت تشابه K در نظر بگیرید؛ به گونه ای که 

ارتفاع های AH و ′  A′H را در دو مثلث رسم کنید.
الف( ثابت کنید مثلث های AHB و ′  A′H  ′B متشابه اند.

AH را به دست آورید.
A H′ ′

ب( نسبت 

ABC را محاسبه کنید.

A B C

S
S ′ ′ ′

پ( نسبت مساحت های 

ت( نسبت محیط های دو مثلث ABC و ′   A′B′C را به دست آورید.

m60

m5

m1

حل تمرینات در صفحات بعدى
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54صفحه  -الف 

 54صفحه   -  3تمرین فصل 

: 1تمرین  

2چون الف(  2 2 2a b c

a b c
    در نتیجه دو مثلثسه ضلع متناسب هستند پس 

 یه های متناظر آنها برابر است پس:وامتشابه اند بنابراین ز 

60 20 180 180 60 20 100x x x        

6چون  ب( 4 2
3 2
   1و 2

ˆ ˆC C این دو ضلع  پس بنا به حالت تناسب دو ضلع و برابری زاویه بین

 پس داریم: در نتیجه سه ضلع متناسب هستند. .این دو مثلث متشابه اند 
6 42 2 5
3 2 2/5 2/5

x x
x      

ˆ90چون  (پ ˆB D   1و 2
ˆ ˆC C  پس بنا به حالت برابری دو زاویه

 این دو مثلث متشابه اند. در نتیجه سه ضلع متناسب هستند. لذا داریم: 

2020
33

20
3

16 12 16 4 16
4 12 316 12

124 12 12 20 20
4 4 4 3

x x
x

y

x y
y y y


    

    
      



-------------------------------------------------- 

: 2تمرین 

9 الف(  10AC ? , AB ? , AH ? , BH , BC    

9 10 10 9 1BH HC BC HC HC HC         

2 2

2 2

2

2

2

2 2

( ) ( ) 9 1

( ) ( ) 9 1 ( ) 9 3

( ) ( ) 1 10 ( ) 10 10

0 ( ) 90 90AB BH BC AB AB AB

AC HC BC AC AC A

AH BH HC AH A

C

H AH

  

 

    

       

   



  

 

2               ب(  5AB ? , AH ? , BC ? , CH , AC    

2 2

2 2

2

2

2

221 25 21

25 25 212 2
2
21( ) ( ) 2 ( )

25 5 21( ) ( ) ( )
2 2

25( ) (5) 2

21

4

1

2

2

2

2

2

2

BH HC BC BH BH B

AC HC BC BC

AB BH BC AB AB AB

AH BH H

B

C AH A

H

H

C

AH  
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54صفحه     -   ب

6              پ(  8AH ? , BC ? , AC , AB   
2 2 2 2 2

2 2

2( ) ( ) ( ) ( ) (6) (8) 36 64 10

64( ) (8) 10
10

488 6

0 1

10
0

0

1

AB BH BC BH

BC AC A

BH

AB AC AH BC AH

B

A

BC C

H

B



         

       

 



    

6  ت( 12AC ? , BC ? , BH ? , AH , AB    

2 2

2 2 2 2

2

2 2 2

2

144( ) (12) 6 3
6 3

24 3 8 3
3 3

( ) ( ) 2 3 8 3 4

( ) ( ) ( ) (12) (

8 48 4

6) ( ) ( ) 144 36

6 3 8 3 8 3 6 3 2 3

108

108 6 3

3

AB BH BC BC BC

B

BH HC BC HC

AB AH BH

AC HC BC AC

HC

B

A

C

C AC A

B

HC

H BH

BH

C

C

       

   

   

      

       

    

 



 



 



-------------------------------------------------- 

11 : 3تمرین  12AD ? , BD ? , AH ? , BH , AB    

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2

2

2

23( ) ( 23) 11
11

( ) ( ) ( ) (

23 144 23 144 12( )

23 121 23 144

( ) ( ) 23
11 11 121 1

12) ( ) (11) ( ) 144 121 23 23

11
11 1 1

1

1 1

A

AH BH HD

AD

BD BH HD

HD

HD HD

BD

B AH BH

AD AD

AH AH A

AD

B

H

D


   

   


   

  

   

      







 

 



-------------------------------------------------- 

: 5تمرین 

5 60 1 90 90ˆ ˆAD , BC , DE , B , D , BD x , AB ?      

5AB AD BD AB x    

ˆ90چون   ˆB D  و زاویهÂ  مشترک پس بنا به حالت برابری دو زاویه 
 متشابه اند. در نتیجه سه ضلع متناسب هستند. لذا داریم:ABCو  ADEاین دو مثلث  

5 1 16 12 5 300 300
5 60 4

x AB
x x

       


------------------------------------ 
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54صفحه     -   ج

: 4مرین ت

5 15 90 90ABC ABC

EDC EDC

P S
ˆ ˆAC , CE , ? , ? , B , D

P S
     

5AB AD BD AB x    

ˆ90چون   ˆB D  1و 2
ˆ ˆC C  پس بنا به حالت برابری دو زاویه

 متشابه اند. در نتیجه سه ضلع متناسب هستند. لذا داریم:ABCو EDCاین دو مثلث  

3 3

15 3 3 3 3
5

3 3

ED
ED AB

AB

ED ED ED DC EC ED DC EC DC
, DC BC

AB AB AB BC AC AB BC AC BC

EC
EC AC

AC

  

            

  

3(3 3 3EDC EDC EDC

ABC ABC ABC

P P PED DC EC AB BC AC

P AB BC AC P AB BC

AB BC AC

AC P

   
    



 



 

)
AB BC AC 

3EDC

ABC

P

P
 

1
2

1

1 (3 ) 3( )2 91
2 2

EDC EDC EDC

ABC ABC ABC

BCED DCS S S

S

AB

AB
S

A BC BC
S

B

 
    

 

------------------------------------ 

Aدو مثلث  چون   : 6مرین ت H B  وAHB :متشابه اند. پس داریم

AB BC AC
K

A B B C A C
  

     
ˆو  ˆA A  وˆ ˆB Bوˆ ˆC C 

ˆ90چون  الف(  ˆH H  وˆ ˆB B  پس بنا به حالت برابری دو زاویه این

Aدو مثلث  H B  وAHB .متشابه اند

Aدو مثلث ب( H B  وAHB:متشابه اند. در نتیجه سه ضلع متناسب هستند. لذا داریم 

AB AH BH AB AH
, K K

A B A H B H A B A H
    

         

2پ( 
1
2

1
2

ABC ABC ABC

A B C A B C A C

K

B

K

BC AHS S SBC AH
K

S S SB C A H
B C A H        


     

   
   

AB ت( BC AC
K AB K A B , BC K B C , AC KA C

A B B C A C
           

     

( )ABC ABC ABC ABC

A B C A B C A B C A B C

K A B K B C K A C A B B C A CAB BC AC

A B B C A C A B B C A C A B

P P P PK
K

P B CP P PA C           
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١ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  
  



٢ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  

  
   

  
  

  

  

  
  اگر فرض كنيم اندازة محيط دايره عددي ماننداندزة محيط دايره را مشخص مي كند.طول نخ 

 p             :شده باشد ، بنا براين شعاع به صورت مقابل به دست مي آيدp
p r r    2 2   

pدر اين قسمت اگر فرض كنيم كه  cm /براي محاسبه شعاع با فرض   44  3   داريم :  14

                                                                                                / r r r
/

    4444 2 3 14 76 28  

3 

6 
751 5

135
15 

165

21
225

255 285
3 

45

33 

345



٣ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  
  است .  57اين زاويه تقريبا برابر با 

  
GOAنكته :   18   

  

  

 

  
  

  
  
  
  
  
  

AOB57
 خير اين دو نقطه بر هم منطبق نمي شوند.

 شعاع

5757 57



٤ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  

  
  

  
l l

r cm, , l , l cm
r

l
r m, l cm , ? ,

r
l l

r / m, / , l , l / m
r /

l
r m, l cm , ? ,

r
l

l cm, , r , r cm
r r

l
r m, l m, ?

?

l

,
r

l

m

?

l m

?

        

         

       

         

 

   

 

   

      

         



 

5 1 1 55
55 5 15

5 1 5 1 755
21 2 21

99 3 3 3

2

51 5 51

5

 



 

  
l

m, , r , r m
r r

l l
r cm, ,

?

?l , l cm
r

      

     









11 1 1 1

2 2 2 42

  

   

   

  
  

 راديان

 راديان

 راديان

 راديان

 راديان

 راديان

 راديان

 راديان



٥ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

                          
                                  / / , , , /            57 57 575 28 5 2 114 3 171 3 1457 179  

  

  
                                                                       

                           

  

  

  

  
  
  
  





 راديان


2

6 

4

45


6

 راديان  ×انرادي 
 ×راديان 

 راديان  ×راديان  راديان 
 ×راديان 

 ×راديان  راديان 
 راديان 



٦ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

D
D D /

R
R

D
D D

R
R

D

R

D

D

D


























 



 


   


   



    

   
 
   

 






 


187 25 71718
24 2

1518
2

2 185 72518
12 2

318
5

5

18

184 225418

 













   

  

  
  
  
  
  

/ 25 71 22572
2

15
2
3

 راديان

 راديان
 راديان
 راديان

 راديان

 راديان
 راديان

 راديان
 راديان

 انرادي

 راديان

 راديان  

 راديان  

 راديان  

 راديان  

 راديان  

 راديان  

 راديان  

 راديان  

 راديان  

 راديان  
 راديان   راديان  

 راديان  

 انرادي  

 راديان  



٧ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

   

  

  

                        

   
                                                                                       r km  64 4 68       

  

                               

   

  



 
 1836 5

  
  

  


   1812 15
  

  

  
  




18
km68

/  3 14 684 l

 راديان 0

 راديان 

 راديان

 راديان 

 راديان 

 راديان
 راديان

 راديان
 راديان

 راديان 0

 راديان 

راديان

 راديان 

 راديان 



٨ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي




  18 71 5 12
  

  

 




 
 18 272 5

  
  

  
 


  18 7315 4
  

  
  
  
  
  
  

  

  
  

 
    182 36 725 5

   
  

  

  

 
   18 18 118 18

    
  

  

 راديان 0

 راديان 

 راديان

 راديان 

 انرادي 

 راديان 0

 راديان 

راديان

 راديان  راديان

 راديان
 راديان

 راديان
 راديان

 راديان 0

 راديان 

 راديان

 راديان 

 راديان 

 راديان
 راديان

 راديان  راديان  راديان  راديان

  

 

  

  

  

    



٩ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

/



 187 126 157 58 8

   
  

  

  

 
  183 54 1354 4

   
  

  
  

 
  186 1 8 2165 8

    
  

  

  
  

  
راه اول :                                                                                

  18 18 92 2
 

   

Dراه دوم :                                                                     
D D







    182 9218




  

  
lراديان                                                                                     

/
r

     8 81    

  برحسب راديان به دست مي آيد. هم واحد هستند و  rو  lنكته : 
  

 راديان  راديان راديان  راديان

  

 

  

  

  

  

  

  

 

  

  

 راديان  راديان

 راديان  راديان

 راديان
 اديانر



١٠ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  
  اينكهوجه به درجه است. بنا براين با ت 3/57راديان تقريباً برابر با  1همانطور كه قبلا ديده ايم 

  به را مي توان اين اندازة هريك از دو زاويه مجاور به ساقبنا بر ؛ مثلث متساوي الساقين است

 دست آورد:   /
B C /

 
  18 57 3 61 352

   مثلث ضلع روبه روهمچنين مي دانيم در هر   

  وچك تراست پس طول قاعده كزاويه بزرگ تر ، بزرگ تر از ضلع روبه رو به زاوية كوچك تر به 
  پس عبارت فوق درست است.از طول ساق ها خواهد بود.

  
rاين عبارت درست است زيرا :                                          / cm

r
       1 3 14l

l l  

  
  اين عبارت نادرس است زيرا : 

زيرا راه اول :    6
5   راديان است . زيرا بيش تر از در ربع سوم قرار دارد ؛ اين زاويه  بنا براين انتهاي كمان  5

درجه در ربع سوم است .              216انتهاي كمان زاويه راه دوم :       
  186 1 8 2165 5

    

  
  اين عبارت نادرست است زيرا : 

18ثلث مي دانيم كه مجموع زاويه هاي داخلي يك مراه اول :   : است پس  
 


 18 18 29 9

      
  187 126 3536 36

 
         

  182 36 123 3
                  

                                                                                                               12 2 35 175 18    
18مي دانيم مجموع زاويه هاي داخلي يك مثلث راه دوم :    : است پس  

                                         
               182 7 24 4 7 35 35 63 1753 9 36 36 36 36 36 18     

18يك مثلث  مي دانيم مجموع زاويه هاي داخليراه سوم :    يا همان : راديان است پس  

                                                                                                             2 7 24 4 7 35
3 9 36 36 36  

 راديان  راديان

 راديان راديان راديان  راديان راديان  راديان

 راديان  راديان
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  
/ , / , /

/ , / / ,

,

/   

  

 

    
    

   

28 6 45 8 114 6

171 9

18 4 18 185 25
18 18 13 14 83 3
18 18

4

179 9 6

45 18

     

    

  





   

  
  
  
  

  
  

  

/ 28 6

/ 45 8

/ 114 6

/ 171 9

/ 179 9

6 

45

18 
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  
   3
4 2 3بنا براين  4

يان به اندازه درا 4
راديان از  4

  م قرار دارد.تر است پس در ربع دو راديان بيش2

  4
5 4بنا براين  5

يان به اندازه درا 5
  است پس در ربع دوم قرار دارد. كم ترراديان راديان از  5

   5 23 5بنا براين  3
يان به اندازه درا 3

  قرار دارد. چهارماست پس در ربع  كم ترراديان 2راديان از  3

   5
12 2 5بنا براين  12

يان به اندازه درا 12
راديان از  12

  قرار دارد. اولاست پس در ربع  كم ترراديان 2

  5
4 4بنا براين  4

يان به اندازه درا 5
  وم قرار دارد.ساست پس در ربع  بيش ترراديان راديان از  4

  

                                                

                                                                

                                                                
  

11 9 2 2
3

8
9

1
3

2 2
3




1

2 2

2 2
3

1
3
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

                                       

                                                                         

                                                                                                

  

  
cosحل : چون  x   وsin x   لذا انتهاي كمانx  : در ربع دوم واقع است . بنا بر اين  

sin x cos x sin x sin x sin x

sin x
tan x tan x tan x

cos x

cot x cot x
tan x

2 2 2 216 9 31 1 25 25 5
3

35
4 4

5
1 4

3

     



  

 



 

 

   

  

  
  

5 1
5

4
5

2
5

1
2


 2
2 1 

3
2

1
2   1

3
3 1 3  

3  
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

   

                                      

  

  

  

  

  

                                                      

                                                 

                                                         

                                          
  

  

  

2 6 2 3 63 3 32 2 2
   


1 1 5

1 193 2 61 1 11 3 9 91 4 4


   


 


1

3
3



cos( )3 

tan( )3 

x
r

x
y

cot( )3  3
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

                                         

cos( ) cos( )

tan( ) tan( )

cot( ) cot( )

 

 

 

  

    

    

2
4 4 2

14 4
14 4

   

  

          

    

                                                                                                       

                 

  

  

  

                    
  

                         

  

                        
   

2
2 

sin
cos




15
15



tan      


1
1 32 333 3

2


cos sin
sin cos

 

 


 
9 27
18 36
 
 

    1 1 11 1
( )


cot( ) tan( )       3 36 3 2 3

cos( ) cos( ) 45 6  ( sin( )) ( sin( ))   45 6 

     2 1 2 3 2 6 2 6
2 2 2 2 4 4 4

cos
sin




15
15



cot 


   

3
2 3 31

2
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

   

  

  

  

  

  

  

  

 

  

                                           

                                 

                               

                                
  

  

  

1، زاوية  75مكمل زاويه  5 .است                      18 75 1 5  

2، زاوية  25ويه مكمل زا 5 .است           ( )    18 25 2 5  

مكمل زاويه 
11، زاوية راديان 12

             است.راديان  12    11
12 12 

cos( ) cos
     3
6 6 2

tan( ) tan
     3
6 6 3

cot( ) cot     36 6

مكمل زاويه 
5، زاوية راديان 4

)        است.راديان  4 )
    5
4 4 
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

   

  

                                                                                  

           

           

  

  

  

  

  

  

             

                   

                                         

                                        
  

 

    

  4 cos
 4  2

2
6  sin 6  3

2
12  6  ( cot )  6  3

cos( ) 18 45 cos  45  2
2

cos( ) 18 3  cos    33 2

tan   





1
2

3
2

1 3 333 

tan 
1
21 cot 3 3 
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  

  

                          

                    

cos cos( ) cos

tan tan( ) tan

cot cot( ) cot

     

  

  



 

  

    

7 3
6 6 6 2

7 3
6 6 6 3

7 36 6 6

   

  

  

  

  

  

  

  

tan( ) tan    18 45 45 1

( )
4

3

3 cos

 3  1
2

sin( ) sin( ) ( sin( ))
       7 1

6 6 6 2

cot( ) cot( )    14 4
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  

                                 

                               
  

  

                                                        

  

                                                                                                                    

   
  

  

   

45 45
45 45

2
2

1




4


4


4


4

2
2

1





1

 تعريف نشده
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  

  

  

  

                        

                       

              

                     

   

                           

sin

3

cos( )
  3  1

2

tan( )
  3 tan

 3  3

co t( )
  3 co t

 3
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

                   

                

        
  

)يا به عبارتي  )
    2

3 6 2پس  2
راديان و  3 متمم هم هستند. با توجه قانون نسبت هاي مثلثاتي براي دو  6

  زاوية متمم داريم :   

 
sin cos( ) cos tan cot( ) cot

,
cos sin( ) sin cot tan( ) tan

           
  



         
 



2 2
3 6 6 3 6 6
2 2
3 6 6 3 6 6

   

ازطرفي  با توجه به تساوي    2
3 2 2به جاي 6

)راديان مقدار مساوي آن يعني  3 )
 2   راديان را قرار دهيم .6

  

  
  

  

  

 2 6

6

tan( )
 2 6

cot( )
 2 6 tan

 6

 3

 3
3
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  
   : راه اول

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

tan tan( ) tan

cot cot( ) cot

   

   

   

   

  

  

  



  

  

    

2135 18 45 45 2
2135 18 45 45 2

135 18 45 45 1
135 18 45 45 1









   

  

 راه دوم  :

sin sin( ) cos

cos cos( ) sin

tan tan( ) cot

cot cot( ) tan

   

   

   

   

  

  

  



  

 

 



  

2135 9 45 45 2
2135 9 45 45 2

135 9 45 45 1
135 9 45 45 1









  

  

  

  

                                         
  ي دانيم زاويه هاي مكمل داراي سينوس هاي برابر هستند.م

  :  داريم  بنا براين

                 

  
  

  

 

  

  

  

  

 

  

  

  

sin

sin sin , sin sin

sin sin , sin

sin , sin sin

sin i

s n

n

i

s

   

  

 





 



 



 

 

2 16 3 15

6 12
4 14 5 1

1
7

8
11

3
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  
12به عنوان مثلا مي توانيم     و3    يا135  و45   يا15   و6    . اشاره كنيم  

15به عنوان مثال مي توانيم نسبت هاي مثلثاتي زاويه   را به كمك نسبت هاي مثلثاتي6   : به دست آوريم  

                                                                           

sin sin( ) cos

t

cos cos( )

an tan( )

sin

cot cot( ) ta

c

n

ot

   

 

   

   

 



   

 

    

    

 



 

115 9 6 6 2

315 9 6 6

315 9 6 6 2

15 9 6 6 3
2



   

  

  

 



 

  

  
)خير نمي توان يافت با توجه به روابطي كه براي زوايا مكمل ، متمم و دو زاويه كه اختلاف آن ها  )  92   باشد ، كسينوس

  ها برابر نيستند. 

  
18مكمل زاويه    زاويه  : است . بنا براين داريم  

cos cos

sin sin( ) sin

tan tan

cot cot

 

 

   

 

  

   











 

18 18 18

18
18 1

18

 

    







 
  

  

cos cos

sin sin( ) sin

tan ta

t

n

cot co

 

   

 

 

   

  

   

  





2135 45 2

135

218 18 135 45 2

1
45 1

35 45 1

 

  

  
  

تعريف نشده 
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  

  

                                                           

  

   

                                        

cos( ) 36 45

2
2

cos 45
1tan 45

cot( ) 36 45

tan( ) 36 45

cot 45

2
2

1

3

 3

cc oos s(( ))
    3

12 3 2

 3
2

tt aan n(( ))
    32 33

coco t(t )( )
     3

32 3 3



٢٦ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  
  

  

  

  
  

  

  

  
6دو زاويه    و42  .هم انتها هستند  

  

6دو زاويه    و3   .هم انتها هستند  
  
  
  
  
  
  

coscos( )     13 266 6  

sinsin( )     33 266 6  

tan(tan( ) ( tan) tan

ta

)

tan( ) n

  



 

 

  

  





  



225 13536 135
18 45 1

135
45




cot( )cot( cot) ( cot )         36 3 333 3 3   

3  

6 
6 

42 

cot( )cos( ) cos( ) cos
        2 4

7
4 4

2
4 2

sin( ) sin( )sin sin       3
42 4 4

3
4

2
2
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  .هم انتها هستند 135و  225دو زاويه 
  

33دو زاويه    و3  هم انتها هستند.  
  
  
  
  
  
  
 

11دو زاويه 
3و  4

  هم انتها هستند. 4

  

7دو زاويه 
و  4   هم انتها هستند. 4

  

  

  
  

  

  

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  

33

3

225

135

3
4

11
4 4

7
4

tantan( ) co (t ) cot )(            318 45 18 6 1 345 6   

cos( ) cocos cot( )

cos

t( )

cot

 

 

     

 



 





18 3 1821 24

3 6

6
3 3

2 3

 







  

sin( ) tan(sin t )an

sin tan

    

 





   





  

63 54
9 18

2 36 9 36 18
1 1

 

 

   



cos( ) cot( ) tan( ) tan( )

cos cot( ) ta

cos cot tan tan

cos ( cot ) tan tan

cos cot tan tan

n tan( )

   

   

   

     

     

  



          

   





  

 

  

    

2 36 2 36 12 2 36 2 36 12
18 6 18 6

3

72 6 72 6

12 12

6 1 36 3

       

    

     

   

  



   31 33
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  
  
  
  

  
   

  

  
  

sin sisin( ) sin( )n sin         84 122 36 12 8 6 61     

  
cos( ) cos(cos cos)      324 36 36324 36  

  
tan ( tantan( ) tan( ) tan)          1 3 36 8 81 8        

  
sin( s n)sin i    2 3687 15 55 155  

راه حل ديگر اين است كه نشان دهيم اين زوايا هم انتها هستند. همانطور كه ملاحظه مي شود اختلاف هر دو زاوية ارائه شده 

36راديان يا  2در هر قسمت مضربي از                       : است             7875 155 22 36    
  
  

sin( ) cos( sin cos)
          3 18 83 3 23 3 2

sin( ) cos( )

sin

sin cos

sin( ) tan( ) ( ) tan( )

  

 

    

     


 

 

 

 





3 5
4 6

3 4
4 3

2

4 6

3
2 2

4 3

4
2 32

6
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3
2
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2

 3
 3

3

1
2

 3
2

 3
3

 3

 1
2

 3
2
3

3
3

 2
2

 2
2
1
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2

 1
2
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3

3

 3
2
1
2

 3

 3
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 1
2
3

2
 3

3
 3

2
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1
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  
x                       : با توجه به رابطه ي نوشته شده بايد زوايا متمم هم باشند پس داريم x x    2 9 35   

  
xبا توجه به رابطه ي نوشته شده بايد زوايا متمم هم باشند پس داريم :                     x x

      2
18 9 2 9  

  
     با توجه به نسبت هاي مثلثاتي زاويه هاي متمم ، مي توانيم زواياي فوق را به دست آوريم اما براي يكتايي پاسخ ارائه شده 

اديان يا ر2مي توانيم توضيح دهيم كه مي توان زواياي بسياري يافت كه در تساوي هاي فوق صدق كنند كافي است مضارب 
36 (الف)را به اين زوايا اضافه كنيم مثلاً : براي قسمتx  xيا براي قسمت (ب)  395

 19
  نيز قابل قبول هستند. 9

  

  

  

  

  

  

  
   

1
2

1

1
2



( , )
 1
6 2

( , )
 12

( , )
5 1

6 2
( , ) 

1
2

 12
5 1

6 2  
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  
  
  
  
  
  

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  

3
2

2
2

3

3
4

2
3



٣١ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  
  
  
  
  
  
  
  
   

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  

  

1
2

( , )
 7 1
6 2

1 ( , )



3 1
2

( , )
 11 1

6 2
 ( , )2 

 كاهش مي يابد. به  1مقدار تابع از   كاهش مي يابد.-1به   ازمقدار تابع   مي يابد.افزايش  به  -1 ازمقدار تابع 

 .در ربع دوم مثبت است مقدار تابع   .در ربع سوم منفي است  مقدار تابع  .در ربع چهارم منفي است مقدار تابع 
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
]در بازة  اين تابع  براي رسم نمودار , ]2  چون برد تابع بازة[ , ]2   است، 2

yاست نمودار تابع با ضابطة  كافي sin x  دهيم .را روي اين بازه انبساط  
]نمودار حاصل در بازة  , ] 2  .دست  مقابل بهو شكل نيز تكرار مي شود  

  مي آيد. 

[ , ] 2 

6 2

[ , ]1 1
صفر

15
2  3

2
 7

2
1

7
2


2

 5
2

 4  3  2 2 3 4

( , )
 7 1

2



( , )
 


5 1
2

( , )
 


5 1
2




( , )
 3 1

2








( , )
 1
2

( , )
5 1
2

( , )



3 1
2

( , )



7 1
2
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

yكافي است نمودار تابع با ضابطة اين  تابع براي رسم نمودار  sin x   
  در جهت مثبت روي محور عمودي انتقال دهيم.واحدرا به اندازة يك 

  حاصل مي شود. مقابلبه اين ترتيب شكل  
  
  
  
  

yبراي رسم  نمودار اين تابع  كافي است نمودار تابع با ضابطة  sin x را  

به اندازة  
2

  واحددر جهت مثبت روي محور افقي انتقال دهيم. 

  حاصل مي شود. مقابلبه اين ترتيب شكل  
  
  
 

 

yتابع با ضابطة نمودار  ابتدابراي رسم  نمودار اين تابع   sin x  را  
  ها رسم نموده و  xبا قرينه كردن نمودار تابع سينوس نسبت به محور 

  سپس نمودار حاصل را به اندازة يك واحد در جهت مثبت محور عمودي
  به اين ترتيب شكل مقابل به دست مي آيد.انتقال مي دهيم 

  
  

  

  

   

  
  

  
  خص مي كند. بله يك تابع را مش

  
  

 ( , )

2


/ 
2 7

2
  ( , / )




3 7
4



1 ( , ) 1


2


4

/ 73
4

1/ 7



٣٤ 
 

 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  
  
  

  
  
  
  

 د.كاهش مي ياب 1بهمقدارتابع از ميافزايشبه1مقدارتابع از  مي يابد.افزايش  1بهمقدارتابع از

 .در ربع دوم منفي است مقدارتابع  در ربع سوم  منفي است .مقدارتابع  در ربع چهارم مثبت  است .مقدارتابع

R[ , ]1 1
k

x



2

(k )
1

1x ( k )  2 1(k )
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

 

  

  
  
  
  
  
  
  

 
 

  

  

  
y                 بله اين دو نمودار بر هم منطبق هستند.    cos(x ) cos( ( x)) cos( x) sin x

 
 


  

2 2 2
  

  
yبله اين دو نمودار بر هم منطبق هستند.                                                                  sin( x) cos x


 

2
  

  
y                       بله اين دو نمودار بر هم منطبق هستند.                                          cos( x) cos x  2  
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  
yاين دو نمودار بر هم منطبق هستند.            sin( x) sin( x) sin( x) sin x         5 4  
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي
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 تهيه و تنظيم: عطيه تبريزي

  
  بايد نصف شوند. yدر نمودار تابع سينوس مقادير است . درست 

  
   ها به سمت پايين منتقل مي كنيم. yتابع كسينوس را به اندازه نصف واحد به موازات محور نموداراست درست 

  

  
  سمت بالا انتقال يابد.ها به  yبه اندازه يك واحد به موازات محور بايد  )پ

  است . ت) درست
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